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คาํนํา 
 ในทางคณิตศาสตร วิชาทอพอโลยี เปนวิชาที่วาดวยการศึกษาสมบัติทางเรขาคณิตของวัตถุ

ซึ่งสามารถถูกรักษาภายใตการเปลี่ยนรปูอยางตอเนื่อง (continuous deformation) ตัวอยางเชน 

การยืด การหด การบิดตัว การงอ  แตการเปลี่ยนรปูซึ่งเปนสาเหตุใหเกิดการฉีกขาด หรือเกิดการนํา

วัตถุมาตัดแปะกัน ไมถือวาเปนการเปลี่ยนรปูอยางตอเนื่อง ดังนั้นจึงไมแปลกที่นักทอพอโลยีจะมอง

วัตถุวาเปนยางที่สามารถยืดหยุนเปลี่ยนรูปได ดังท่ีมีคํากลาววา นักทอพอโลยีมองแกวกาแฟกับโดนัท

เปนสิ่งเดียวกัน 

 

 
ที่มา : https://cems.riken.jp/en/laboratory/qmtrt 

 

 ปริภูมิทอพอโลยี คือ เซตท่ีมีการนิยามโครงสรางซึ่งเรียกวา ทอพอโลยี จากนิยามดังกลาวทํา

ใหเราสามารถพูดถึงการเปลี่ยนรูปอยางตอเนื่องบนปริภูมิได โดยการเปลี่ยนรูปท่ีศึกษาในวิชาทอพอโล

ยีนั้นมีอยูดวยกันหลักๆอยูสองแบบ แบบแรกเรียกวา การสงแบบสมานสัณฐาน (homeomorphism) 

และแบบที่สองเรียกวา การสงแบบฮอมอโทป (homotopies) ตัวอยางสมบัติทางเรขาคณิตท่ีถูกรักษา

ภายใตการสงดงักลาวเชน  

 ความกระชับ (compactness) ซึ่งทําใหเราเห็นความแตกตางระหวาง เสนตรง กับ 

วงกลม 

 ความเชื่อมโยง (connectedness) ซึ่งทําใหเราเห็นความแตกตางระหวางวงกลม 1 วง 

กับวงกลม 2 วงท่ีไมทับซอนกัน 

วิชาทอพอโลยีเปนวิชาที่ถูกคิดคนมาในศตวรรษที่ 90 ซึ่งถือวาเปนศาสตรยุคใหม ถาเทียบ 

กับสาขาวิชาอ่ืนๆทางคณิตศาสตร เชน พีชคณิต หรือ ทฤษฎีจํานวน  วิชาทอพอโลยีสามารถนําไป

ประยุกตใชใหเกิดประโยชนตางๆไดมากมาย ตัวอยางเชน การศึกษาโครงสรางโมเลกุลของ DNA ผาน

ทฤษฎีเงื่อนปม (Knot theory)  การศึกษาโครงสรางขอมูลขนาดใหญ (Big data) ผานการวิเคราะห

ขอมูลเชิงทอพอโลยี (Topological data analysis)  การศึกษาทฤษฎีควอนตัมในฟสิกสผานมุมมอง

ทฤษฎีสนามควอนตัมทอพอโลยี (Topological quantum field theory) 



 

 หนังสือเลมนี้มีการจัดเรียงเนื้อหาดังนี้ ผูเขียนเริ่มดวยการทบทวนความรูพ้ืนฐานเพ่ือนําเขาสู

บทเรียน จากนั้นใน บทที่ 1 กลาวถึงปริภูมิอิงระยะทางซึ่งเปนการขยายการวัดระยะทางบนเซตของ

จํานวนจริง  บทที่ 2 กลาวถึงปริภูมิทอพอโลยีซึ่งเปนปริภูมิที่ถูกขยายมาจากปริภูมิอิงระยะทาง บทท่ี 

3 กลาวถึงการสงที่ตอเนื่องระหวางปริภูมิทอพอโลยีรวมถึงสมบัติตางๆ บทที่ 4 กลาวถึงความ

เชื่อมโยงและความกระชับบนปริภูมิทอพอโลยี บทที่ 5 กลาวถึงการจําแนกชนิดของปริภูมิทอพอโลยี

โดยใชสัจพจนการนับได และ สัจพจนการแบงแยก และบทที่ 6 บทสุดทายเปนการประยุกตนําความรู

ที่เรียนมาใชกับทฤษฎีจุดตรึง 

สุดทายนี้ผูเขียนหวังวาหนังสือเลมนี้จะมีประโยชนกับผูเรียนที่สนใจศึกษาวิชาทอพอโลยีขั้น

พ้ืนฐาน และถามีขอผิดพลาดประการใดผูเขียนตองขออภัยมา ณ ที่นี้  
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ความรูพื้นฐาน 

(Basic concepts) 

 ในหัวขอนี้ผูเขียนไดรวบรวมความรูพ้ืนฐานที่จําเปนตอการศกึษาหนังสือเลมนี้ สําหรับผูอานที่

ตองการเน้ือหาเพิ่มเติมสามารถหารายละเอียดเพ่ิมเติมไดจาก หนังสือในรายวิชาหลักคณิตศาสตร 

(Principle of mathematics) และทฤษฎีเซต (Set theory)  

 ตอไปจากนี้เราจะใหสัญลักษณ , , ,    และ  แทนเซตของจํานวนนับ (natural 

numbers) เซตของจํานวนเต็ม (intergers)  เซตของจํานวนตรรกยะ (rational numbers) เซตของ

จํานวนจริง (real numbers) และเซตของจํานวนเชิงซอน (complex numbers) ตามลําดับ  

 สําหรบั A   เราจะกลาววา จํานวนจริง u  เปนขอบเขตบน (upper 

bound) ของ A  เม่ือ  u a , a A     

ในทํานองกลับกัน จํานวนจริง   เปนขอบเขตลาง (lower bound) ของ A  เมื่อ  

a , a A    
เรานิยาม supA ใหเปนขอบเขตบนตัวที่เล็กสุด (least upper bound หรือ 

supremum) ของ A (ถาม)ี  และ inf A  ใหเปนขอบเขตลางตัวที่ใหญสุด 

(greatest lower bound หรือ infimum) ของ A (ถามี) 

ถา supA A  เราจะเขียนแทน supAดวย maxA  เรียกวาคาสูงสุด

(maximum) ของ A  และ ถา inf A A  เราจะเขียนแทน inf Aดวย minA 

เรยีกวาคาต่ําสุด(minimum) ของ A  

 สําหรบัเซต X  ใดๆ และ A, B X  

-  P(X) {S | S X}   แทนเซตกําลัง (power set) ของ X  

-  A B {x | x A   หรือ x B}  แทน ยูเนียน (union) ของเซต A และB  

-  A B {x | x A   และ x B}  แทน อินเตอรเซกชัน (intersection) ของ

เซต A และ B ถา A B   เรากลาววา A ไมมีสวนรวม (disjoint) กับ B  

-  A B {x | x A   แต x B}  แทน ผลตาง (difference) ของเซต A และ

B 
-  เราจะกลาววา X  เปนเซตนับได (countable set) ถา X  หรือมีฟงกชัน

ท่ัวถึง f : X  และจะกลาววา X  เปนเซตนับไมได (uncountable set) ถา 

X  ไมเปนเซตนับได 
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 สําหรบัเซต 1 2 3 nX , X , X , , X  เรานิยาม ผลคูณคารทีเชียน (cartesian 

product) แทนดวย 1 2 3 nX X X X     ใหเปนเซต  

1 2 3 n i i{(x , x , x , , x ) | x X  สําหรับทุก i 1, 2,3, , n}   

โดยเฉพาะอยางย่ิง ถา iX  เทากับเซต X  สําหรับทุก i 1,2,3, , n  เราจะเขียน

แทน 1 2 3 nX X X X     ดวย nX  

 สําหรบัเซต X  ใดๆ และ A P(X)  เรานิยาม  

-  A  =  {x | x A , A    A }  

-  A  =  {x | x A , A    A }  

โดยเฉพาะอยางย่ิง ถา A  = {A | I }   โดยที่ I  คือเซตดัชนี  เรามีสมบัติ

เรยีกวา กฎของเดอรมอแกน (De Morgan’s law) ดังนี้ 

-  
I

X A


   =  
I
(X A )


  

-  
I

X A


   =  
I
(X A )


  

 สําหรบัเซต X, Y  ใดๆ และ f : X Y  ถา A X  และ B Y  แลวเรา

นิยาม 

f (A) {f (a) | a A}   เรียกวา ภาพ(image) ของ A ภายใต f  และนิยาม 
1f (B) {x X | f (x ) B}     เรยีกวา ภาพผกผัน(preimage) ของ Bภายใต f  

เรามีสมบัติของภาพและภาพผกผันภายใต f ดังน้ี 

-  f (X A) f (X) f (A)    โดยจะเทากันเมื่อ f  เปนฟงกชัน 1-1 

-  1 1f (Y B) X f (B)     

-  1f (f (A )) A   โดยจะเทากันเมื่อ f  เปนฟงกชัน 1-1 

-  1f (f (B)) B   โดยจะเทากันเมื่อ f  เปนฟงกชันทั่วถึง 

 สําหรบัเซต X, Y  ใดๆ และ f : X Y  ถา {A | I} P (X )     และ 

{B | J} P(Y)    โดยที่ I  และ J แทนเซตดัชนี แลวเรามีวา 

-  
I I

f ( A ) f (A ) 
 

   

-  
I I

f ( A ) f (A ) 
 

   โดยจะเทากันเมื่อ f  เปนฟงกชัน 1-1 

-  1 1

J J
f ( B ) f (B ) 

 
 

   

-  1 1

J J
f ( B ) f (B ) 

 
 

   

 สําหรบัเซต X  ใดๆ ให   แทนความสัมพันธบนเซต X  นั่นคือ X X   

เราจะกลาววา  เปนความสัมพันธสมมูล (equivalence relation) ถา 
สอดคลองสมบัติสามขอตอไปนี้  สําหรับ x, y, z X  เรามีวา 
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(i)  x x  (reflexive) 

(ii) ถา x y  แลว y x  (symmetric) 

(iii) ถา x y  และ y z  แลว x z   (transitive) 

สําหรบัความสัมพันธสมมูล  บนเซต X  และ  x X  เรานิยามชั้นสมมูล 

(equivalence class) ของ x  ภายใต  ใหเปนเซต 

 x {y X | x y}    

และใหสัญลักษณ  X
แทนเซตของชั้นสมมูลทั้งหมดภายใต  

เรามีวา X
  เปนผลแบงกั้น (partition) กลาวคือ X X   และสําหรับ ชั้น

สมมลูสองชั้นสมมูลใดๆที่แตกตางกันจะอินเตอรเซกกันเปนเซตวาง 

 สัจพจนการเลือก (Axiom of Choice) กลาววา  

สําหรบัเซต S = i i I{S }   โดยที่ iS    ทุกๆ i I  เม่ือ I  แทนเซตดชันี   

แลวจะมี เซต i i I(x )   โดยที่  i ix S  ทุกๆ i I  

ตลอดหนังสือเลมนี้ ผูเขียนยอมรับสัจพนการเลือกขางตนวาเปนจริง  
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บทที่ 1 ปริภูมิอิงระยะทาง  

(Metric spaces) 

 ในการวิเคราะหเชิงจํานวนจริง (Real Analysis) เราไดศึกษาสมบัติตางๆบนเซตของจํานวน

จริง หนึ่งในสมบัติที่นาสนใจก็คือ สําหรับจุดสองจุดใดๆบนเสนจํานวนเราสามารถวัดระยะทางระหวาง

จุดสองจุด โดยเราสามารถสังเกตไดวาการวัดระยะทางนั้นมีสมบัติดังตอไปนี้ 

 1. ระยะทางสําหรบัจุดสองจุดใดๆมีคาไมติดลบ 

 2. ระยะทางระหวางจุดสองจุดซึ่งเปนจุดเดียวกันมีคาเทากับศูนย 

 3. ระยะทางระหวางจุด A ไปยังจุด B มีคาเทากับระยะทางจากจุด B ไปยังจุด A 

 4. ระยะทางระหวางจุด A ไปยังจุด B มีคานอยกวาหรือเทากับ ระยะทางจากจุด A ไปยัง 

จุด B โดยเดินผานจุดที่สาม C  

จากสมบัติของการวัดระยะทางดังกลาวทําใหเราสามารถนํามาประยุกตนิยามปริภูมิอิงระยะทางบน

เซตใดๆไดดังตอไปนี้ 

 
บทนิยาม 1.1  กําหนดให X  เปนเซตใดๆที่ไมวาง  การวัดระยะทางบนเซต X  (metric on X ) 

คือ ฟงกชัน d: X X  ซึ่งมสีมบัติวา  สําหรับ x, y, z X  

d1. d(x, y) 0  

d2. d(x, y) 0 x y    

d3. d(x, y) d(y, x)  

d4. d(x, z) d(x, y) d(y, z)     [อสมการสามเหลี่ยม (Triangle Inequality)] 

และเราเรียกคูไมอันดับ  (X,d)  วาปริภูมิอิงระยะทาง (metric space) 

 
ตัวอยางที่ 1.1   

1.1.1  ให   แทนเซตของจํานวนจริง และนิยาม usuald (x, y) | x y |    สําหรับ x, y    

จากสมบัติของคาสัมบูรณเราเห็นไดชัดวา usuald เปนการวัดระยะทางบน   และ ถูกเรียกวาการวัด

ระยะทางแบบปกติบน   

 

1.1.2   สําหรับ  2      เราสามารถนิยามการวัดระยะทางแบบยูคลิด(Eucledean metric)

ไดดังนี้  สําหรับ 2
1 2 1 2(x , x ),(y , y )     นิยาม 

2 2
e 1 2 1 2 1 1 2 2d ((x , x ),(y , y )) (x y ) (x y )     
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เราสามารถพิสูจนไดวา ed  สอดคลอง d1. – d3.  จากอสมการสามเหลี่ยนบน   และจากการ

พิสูจนแบบยอนกลับเราสามารถแสดงไดไมยากวา ed  สอดคลอง d4. 

ในทํานองเดียวกัน บน n  โดยที่ n เปนจํานวนนับ เราสามารถนิยามการวัดระยะทางแบบ

ยูคลิดไดดังนี้ สําหรับ n
1 2 n 1 2 n(x , x , ..., x ),(y , y , ..., y )     นิยาม 

2 2 2
e 1 2 n 1 2 n 1 1 2 2 n nd ((x , x ,..., x ),(y , y ,..., y )) (x y ) (x y ) (x y )         

เราเห็นไดชัดวา ed  สอดคลอง d1. – d3.  ตอไปจะแสดงวา ed  สอดคลอง d4.  

เพื่อใหงายตอการพิสูจนเราจะใหสัญลักษณดังตอไปนี้ สําหรับ 1 2 np (x ,x ,..., x )  และ 

1 2 nq (y ,y ,..., y )  นิยาม  p p p    โดยที่ p p  แทนผลคูณเชิงสเกลา (dot product)

ดังน้ัน จะไดวา ed (p, q) p q   

ในการแสดงวา ed  สอดคลอง d4. นั้นเราตองอาศัยอสมการ โคชี-ชวารซ (Cauchy-Schwarz 

Inequality) ซึ่งกลาววาสําหรับ 1 2 np (x ,x ,..., x )  และ 1 2 nq (y ,y ,..., y )  ไดวา 

p q p q   

ดังน้ันจึงไดวา  
2

p q (p q) (p q)      

                       
2 2

p 2(p q) q     

       
2 2

p 2 p q q     

       
2 2

p 2 p q q    

        2p q   

หรอื     p q p q    

เพราะฉะนั้น สําหรับ 1 2 np (x ,x ,..., x ) , 1 2 nq (y ,y ,..., y )  และ 
n

1 2 nr (z , z ,..., z )    เราไดวา  

      ed (p, r) p r   

p q q r     

               p q q r     

               e ed (p, q) d (q, r)   

 

ดังน้ัน n
e( , d )  เปนปริภูมิอิงระยะทาง เรียกวา ปริภูมิของยูคลิด (Euclidean space) 

1.1.3 กําหนดให X  เปนเซต และนิยาม disd : X X    โดย   

dis

0 , x y
d (x, y)

1 , x y
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เราสามารถแสดงไดไมยากวา disd  เปนการวัดระยะทางบนเซต X ดังนั้น dis(X,d )  เปนปริภูมิองิ

ระยะทาง ซ่ึงถูกเรียกวา ปริภูมวิิยตุ (discrete space)  

1.1.4 ให B( )  แทนเซตของลําดับของจํานวนจริงท้ังหมดที่มีขอบเขต  

( ลาํดับ n(x )  มีขอบเขต ก็ตอเมื่อ มีจํานวนจริงบวก M ที่ซึ่ง nx M  ทุก n    ) 

นิยาม supd : B( ) B( )     โดย 

           sup n n n n
n

d ((x ),(y )) sup x y


 


 

สําหรับทุก n n(x ),(y ) B( )   

เห็นไดชดัวา supd  สอดคลอง d1. – d3.  และ สําหรับ n n n(x ),(y ),(z ) B( )    เรามีวา สําหรับ

แตละ n    

n n n n n nx z x y y z      

                                 n n n n
n n
sup x y sup y z
 

   
 

   

 

ดังนั้น  sup n n sup n n sup n nd ((x ),(z )) d ((x ),(y )) d ((y ),(z ))   

นั่นคือ  supd  สอดคลอง d4.  เพราะฉะนั้น sup(B( ),d )  เปนปริภูมิอิงระยะทาง   

 

1.1.5 ให C[0,1] {f : [0,1] [0,1] | f  เปนฟงกชันตอเนื่อง}  นิยาม 

1

A

0

d (f,g) f(x) g(x) dx   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

จากรูปเราจะไดวา Ad (f,g) พ้ืนท่ีของบริเวณ R นั่นเอง  เห็นไดชัดวา Ad  สอดคลอง d1. – d3.  

และจากความจริงที่วาสําหรับฟงกขัน f(x), g(x) 0  ตอเนื่องท่ีนิยามบนชวงปด[a, b]    ถา 

 

 

1 

1 

y 

x 0 
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f(x) g(x)  แลว 

b b

a a

f(x)dx g(x)dx   เราสามารถแสดงไดวา Ad  สอดคลอง d4. ดังนั้น 

A(C 0,1 , d )     เปนปริภูมิอิงระยะทาง 

 สาํหรับปริภูมิอิงระยะทาง (X,d)  และ เซตย่อย  Y  ของ X  เราสามารถพิจารณา Y  

เป็นปริภูมิอิงระยะทางทีÉถูกถ่ายทอดจาก X  ไดด้งันิยามตอ่ไปนี Ê 

 
บทนิยาม 1.2 กําหนดให Y  เปนเซตยอยของ ปริภูมิอิงระยะทาง (X,d)  เราสามารถพิจารณา การ

จํากัดโดเมนของ การวัดระยะทาง จาก d เปน |Y Yd   ซ่ึงเปนการวัดระยะทางบน Y  เราเรียก 

|Y Y(Y, d )  วาเปน ปริภูมอิิงระยะทางยอย(subspace)  ของ (X,d)  

 
ตัวอยาง 1.2  ให Y [0,1)  เปนชวงบนเสนจํานวนจริง usual( , d )  เราไดวา usual(Y,d )ปริภูมิ

อิงระยะทางยอย ของ usual( , d )  

 ตอไปจะนิยามเซตยอยของปริภูมิอิงระยะทางที่สําคัญในการศึกษาสมบัติตางๆ ซ่ึงก็คือบอล

เปดและบอลปดดังตอไปนี้ 

 

บทนิยาม 1.3  กําหนดให  (X, d)  เปนปริภูมิองิระยะทาง สําหรับจํานวนจริง r 0  และ x X   

เรานิยาม  

บอลเปดจุดศูนยกลาง ที่ x  รัศมี r  ใหเปน  (open ball centered at x with radius r) 

B(x; r) {y X | d(x, y) r}    และ 

บอลปดจุดศูนยกลาง ที่ x  รัศมี r  ใหเปน  (closed ball centered at x with radius r) 

cB (x; r) {y X | d(x, y) r}    
 

ตัวอยาง 1.3  

1.3.1 สําหรับ usual( , d )  เราไดวาชวงเปด (a,b)ใดๆ  เปนบอลเปด นั่นคือ   

a b b a(a,b) B( ; )
2 2
   

 
 

 
 
1.3.2  สําหรับ 2

usual( , d )  , 2
0 0(x , y )    และ r 0 ไดวา  

2 2
0 0 0 0B((x , y ); r) {(x, y) | (x x ) (y y ) r}      

a b  



8 | ท อ พ อ โ ล ยี เ บื้ อ ง ต น  

 

นั่นคือบริเวณภายในวงกลมจุดศูนยกลางที่ 0 0(x , y ) และรัศมี r ดังรูปตอไปนี้ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
บทนิยาม 1.4  กําหนดให  (X, d)  เปนปริภูมิองิระยะทาง และ U X  เรากลาววา U  เปนเซต

เปด (open set) ของ X  ก็ตอเมื่อ สําหรับ x  ใดๆ ใน U  จะมี จํานวนจริง xr 0  ที่ซึ่ง 

xx B(x; r ) U   x x[ x U r 0,x B(x;r ) U]       

 

 

ทฤษฎีบทท่ี 1.1  ทุกๆบอลเปดเปนเซตเปด  

 

บทพิสูจน    ให  (X,d)  เปนปริภูมิอิงระยะทาง x X  และ r 0   

ตองการแสดงวา B(x; r)  เปนเซตเปด  

ให y B(x; r)  ไดวา d(x, y) r  ดังนั้นกําหนดให  yr r d(x, y) 0     

ถัดไปจะแสดงวา  yB(y; r ) B(x; r)    

ให  yz B(y;r )  ไดวา 

yd(x, z) d(x, y) d(y, z) d(x, y) r d(x, y) r d(x, y) r         

แสดงวา  y B(y;b) B(x; r)   เพราะฉะนั้น B(x; r)  เปนเซตเปด     

 
บทนิยาม 1.5  กําหนดให  (X, d)  เปนปริภูมิองิระยะทาง และ E X  จุด x E  จะเปน จุด

ภายในของเซต E (interior point of E)  กต็อเมื่อ  มีจํานวนจริง r 0  ที่ซึ่ง B(x;r) E  

และแทนเซตของจุดภายในทั้งหมดของ E ดวย  Int(E)  หรือ E   

x x[x E r 0,B(x;r ) E]      
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ขอสังเกต  จากบทนิยามเราไดวา   E E   

 

ตัวอยาง 1.4 

1.4.1 สําหรับ usual( , d )  และ ให E (a,b),[a, b),(a,b]   หรือ [a,b]  เราไดวา  E (a,b) 
สําหรับทุกๆ a, b    และไดอีกวา   

c, , ,            

เมื่อ c  แทนเซตของจํานวนอตรรกยะ 

 

1.4.2 สาํหรับ 2
usual( , d )  และให  E [1,2) (1,2]   เราจะไดวา E (1,2) (1,2)    

 

 

 

 

 

 

                                                                                                                                           
 
ทฤษฎีบทท่ี 1.2  กําหนดให  (X,d)  เปนปริภูมิอิงระยะทาง ถา E X  แลวเราไดวา  E  เปน

เซตเปด 

 

บทพิสูจน  ให x E   ไดวาจะมี r 0  ท่ีซึ่ง x B(x; r) E    

ตอไปเราตองการแสดงวา  B(x;r) E  

ให z B(x; r)  ดังนั้น d(x, z) r  จากนั้นไดวา ถาเราให r ' r d(x, z)   แลว r ' 0  

ให y B(z;r ')   จะไดวา  d(y,z) r '  

ดังนั้น   d(x, y) d(y, z) d(z, x) r ' d(z, x) r      

นั่นคือ y B(x, r)  หรือ  B(z; r ') B(x, r) E   

เพราะฉะนั้น B(x;r) E  หรือ E  เปนเซตเปด นั่นเอง       

 

บทแทรก 1.3   กําหนดให  (X,d)  เปนปริภูมิอิงระยะทาง ถา E X  แลวเราไดวา   

E เปนเซตเปด ก็ตอเมื่อ E E   

 

บทพิสูจน   ไดโดยตรงจากทฤษฎีบทท่ี 2            

 

1 2 

2 

1 
 

1 2 

2 

1 
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บทนิยาม 1.6  กําหนดให  (X, d)  เปนปริภูมิองิระยะทาง  x X และ N X  เราจะกลาววา  

N  เปนยานใกลเคียงของ x  (neighborhood of x) ถามี r 0  ที่ซึ่ง B(x; r) N   

และถา N  เปนเซตเปด เราจะเรียก N วา ยานใกลเคียงเปดของ x (open neighborhood of x) 

 

ขอสังเกต   

1. สําหรับเซตเปด N  ใดๆ เราจะไดวาทุกๆ x N เราไดวา N วา ยานใกลเคียงเปดของ x  

2. สําหรับยานใกลเคยีง N ของ x , N  ไมจําเปนตองเปนเซตเปด 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
ตอไปเปนสมบัติท่ีสําคัญของเซตเปดใดๆบนปริภูมิอิงระยะทาง 

 

ทฤษฎีบทท่ี 1.4   

1.4.1  ยูเนียนของเซตเปดใดๆเปนเซตเปด 

(Any arbitrary unions of open sets are open) 

1.4.2 อินเตอรเซกชันจํานวนจํากัดของเซตเปดเปนเซตเปด 

(Any finite intersections of open sets are open) 

 

บทพิสูจน  

1.4.1  ให I{U }   เปนกลุมของเซตเปด โดยท่ี I  เปนเซตดัชนี 

กําหนดให  
I

U U


  ตองการแสดงวา U  เปนเซตเปด 

ให x U  ดังนั้น  
0

x U   สําหรับบาง 0 I     เนื่องจาก 
0

U  เปนเซตเปด ดังนัน้มี r 0  

ที่ซึ่ง  

0
x B(x; r) U U     นั่นคือ  U  เปนเซตเปด 

x 

N 
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1.4.2  ให n
i i 1{U }   เปนกลุมของเซตเปด iU สําหรับ i 1,2,..., n  

กําหนดให  
n

i
i 1

V U


  ตองการแสดงวา  V เปนเซตเปด 

ให x V  ดังน้ัน ix V  สําหรับทุกๆ i 1,2,..., n  เนื่องจาก iV  เปนเซตเปด ดังนั้น มี 

ir 0  ท่ีซึ่ง i ix B(x; r ) V    ทุกๆ  i 1,2,..., n   

กําหนดให  1 2 nr min{r , r ,..., r }  ดังนั้นไดวา  i iB(x; r) B(x, r ) V   สําหรับทุกๆ  

i 1,2,..., n   ไดวา  
n

i
i 1

x B(x;r) U V


     นั่นคือ  V เปนเซตเปด    

 

ขอสังเกต  จากทฤษฎีบทที่ 1.1 เรามีวาทุกบอลเปดเปนเซตเปด แตในทางกลับกัน ทุกๆเซตเปดไม

จําเปนตองเปนบอลเปด ดังตัวอยางเชน   E (0,1) (1,2)    เปนเซตเปดใน usual( , d )  แตเรา

ไมสามารถหา x E  หรือ r 0  ที่ซึ่ง E B(x; r)  

 

ทฤษฎีบทถัดไปแสดงใหเห็นถึงความสัมพันธระหวางเซตเปดกับบอลเปด 

                                                                                                                                                   

ทฤษฎีบทที่ 1.5   กําหนดให  (X,d)  เปนปรภิูมิอิงระยะทาง  ถา U X  แลวเราจะไดวา  

U  เปนเซตเปด  ก็ตอเมื่อ  U สามารเขียนไดในรปูยูเนียนของบอลเปดใน X    

 
บทพิสูจน 

สําหรับการพิสูจนขากลับนั้นเห็นไดชัดจาก ทฤษฎีบทที่ 1.4.1   จึงเพียงพอที่จะพิสูจนเฉพาะ

ขาไปของทฤษฎีบท  

      สมมติให U เปนเซตเปด และ x U เราไดวามี xr 0  ที่ซึ่ง xx B(x; r ) U    

ดังน้ันเราสามารถพิสูจนไดไมยากวาจรงิๆแลว   x
x U

U B(x;r )


       

ตัวอยาง 1.5  

1.   และ 2  เปนเซตเปดเนื่องจาก  
n

( n, n)


 


   และ 2
usual

n

B ((0,0);n)





   

2. สําหรับ discrete(X,d ) เมื่อ X  เปนเซตใดๆ  เราจะไดวาบอลเปดในปริภูมินี้แบงออกเปน

สองแบบคือ  

กรณี 1 (r 1)    เราไดวา B(x; r) X   สําหรับ x X  

กรณี 2 (0 r 1)   เราไดวา B(x;r) {x}   สําหรับ x X  

ดังน้ันจึงไดวา เซตยอย U ใดของปริภูมิ discrete(X,d )  เปนเซตเปด   เพราะวา 
x U

U {x}
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ทฤษฎีบทที่ 1.6  ให Y  เปนปริภูมิยอยของปริภูมิอิงระยะทาง (X,d)  และ V เปนเซตยอยใดๆ

ของ Y  จะไดวา V  เปนเซตเปดใน  Y   ก็ตอเมื่อ  V U Y   สําหรับบางเซตเปด U  ใน 

X  
 

บทพิสูจน    

สมมติให  V  เปนเซตเปดใน  Y  

ให x V  จะไดวา มี xr 0  ท่ีซึ่ง Y xB (x; r ) V  โดยที่ Y xB (x;r )แทนบอลเปดใน Y  

สังเกตวา   

   
Y x x

x

x

B (x;r ) {y Y | d(x, y) r }

{y X | d(x, y) r } Y

B(x; r ) Y

  

   

 

 

จะไดวา   Y x x
x V x V

V B (x;r ) B(x;r ) Y U Y
 

         
   

โดยที่  x
x V

U B(x;r )


  เปนเซตเปดใน X  

ในทางกลับกัน สมมติให  V U Y   สําหรับบางเซตเปด U ของ X  

ให x V U Y    ไดวา  x U  และ x Y  

เนื่องจาก  U เปนเซตเปด ดังนั้น จะมี r 0  ท่ีซึ่ง B(x; r) U   

จากขอสังเกตขางตนเราไดวา  Yx B (x; r) B(x; r) Y U Y V       

นั่นคือเราไดแสดงแลววา V  เปนเซตเปดใน Y         

                                                                                                                                                                   
    
บทนิยาม 1.7   กําหนดให  (X,d)  เปนปริภูมิอิงระยะทาง  และ A  เปนเซตยอยใดๆ ของ X  เรา

กลาววาจุด x  เปน จุดเกาะกลุม (accumulation point or limit point) ของ A  ถาสําหรับทุกๆ 

0  จะไดวา   B(x; ) A {x}      และ ให A  แทนเซตของจุดเกาะกลุมทั้งหมดของ  

A     เรานิยามและแทนสญัลกัษณ ์สว่นปิดคลมุของเซต A  (closure of A) เป็น  Cl(A)หรือ 

A A A     
 
ขอสังเกต   1.Cl(A) A A A     

         {x X | 0, B(x; ) A }         

    2. จากบทนิยามไดวา A A  
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บทนิยาม 1.8  กําหนดให  (X, d)  เปนปริภูมิองิระยะทาง  และ A  เปนเซตยอยใดๆ ของ X  เรา

จะกลาววา A  เปนเซตปด (closed set) ก็ตอเมื่อ  A A  

 

 

ตัวอยาง  1.6  ใน usual( , d )  เราจะไดวา ถาให A [0,1)  แลวจะไดวา  1 A  เนื่องจาก 

(1 ,1 ) A        สําหรับทุก 0  และ  สําหรับ x \ [0,1]   จะไดวามี r 0 ที่

ซ่ึง (x r, x r) A      ดังรูป  ดังนั้น  A [0, 1]  

 

 

 

 

ตัวอยาง  1.7  

ใน usual( , d )  จะไดวาทุกๆชวงปด [a,b] ใดๆเปนเซตปด และ ในทํานองเดียวกนั  เปนเซต

ปดใน usual( , d )  สวน   และ  C   ไมใชเซตปดใน usual( , d )  เน่ืองจาก C     

 

 

ทฤษฎีบทท่ี 1.7  ให A  เปนเซตยอยใดๆ ของปริภูมิอิงระยะทาง (X,d)  เราไดวา  A  เปนเซตปด 

 

บทพิสูจน  เราตองการแสดงวา  A A  จากขอสงัเกตขางตนไดวา  A A  

ให x A  และให  0  จะไดวา  B(x; ) A      นั่นคือ มี y X  ที่ซึ่ง  y B(x; )   

และ  y A A A     

กรณี 1  y A   จะไดวา  B(x; ) A      

กรณี 2  y A    

เนื่องจาก y B(x; )   ดังนั้นจะมี 0 0   ที่ซึ่ง  0y B(y; ) B(x; )     

และเนื่องจาก y A  และ 0 0   แลวจะไดวา  0B(y; ) A {y}       

ดังนั้นจะมี ท่ีz y ที่ซ่ึง 0z B(y; ) B(x; )     และ z A  นั่นคือ B(x; ) A     

จากทั้งสองกรณี สรุปไดวา  x A    เพราะฉะนั้น   A A  ตามตองการ     

 

ตัวอยาง 1.8  กําหนดให A [1,2] , B (1,2), C [1,2)    และ  D  ใน 

usual( , d )  จะไดวา A เปนเซตปด,  B เปนเซตเปด,  C เปนเซตที่ไมใชทั้งปดและเปด,  และเซต D 

เปนเซตที่ท้ังปดและเปด  ดั้งนั้นการเปนเซตปดและเปดบนปริภูมิอิงระยะทางไมไดขึ้นอยูตอกนั แตมี

ความสัมพันธดังจะแสดงในทฤษฎีบทตอไปนี้   

1 0 x 
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ทฤษฎีบทที่ 1.8   ให A  เปนเซตยอยใดๆ ของปริภูมิอิงระยะทาง (X,d)  จะไดวา 

A เปนเซตปด   ก็ตอเมื่อ  X A  เปนเซตเปด 

 

บทพิสูจน   สมมติให A เปนเซตปด   

ให x X A   ดังน้ัน x A A   จะไดวา จะมี  0 ที่ซึ่ง B(x; ) A    หรอื 

B(x; ) X A    นั่นคือ  เราไดพิสูจนแลววา X A  เปนเซตเปด 

ในทางกลับกัน สมมติให X A  เปนเซตเปด 

ตองการแสดงวา A A  แตเห็นไดชัดวา A A  ดังนั้นเพียงพอที่จะแสดงวา A A  

ให x A    สมมติวา x A   หรือ x X A   

ดังน้ันจะไดวา มี 0  ที่ซึ่ง B(x; ) X A    หรือ B(x; ) A     ซึ่งขัดแยงกับการที่ 

x A  
เพราะฉะนั้น  x A  จึงไดขอสรุปวา A A  ดังนั้น A A       

 

บทแทรกท่ี 1.9  ให A  เปนเซตยอยใดๆ ของปริภูมิอิงระยะทาง (X,d)  จะไดวา 

A เปนเซตเปด   ก็ตอเม่ือ  X A  เปนเซตปด 

 
บทพิสูจน   พิสูจนไดโดยตรงจากทฤษฎีบทที ่1.8         

 
ตัวอยาง 1.9 

ใน usual( , d )  ไดวา [0, )  เปนเซตปดใน   เพราะวา  [0, ) ( , 0)     เปน

เซตเปด                                                                                                                                                           

 

ทฤษฎีบทที่ 1.10 

1.10.1 ทุกๆอินเตอรเซกชันของเซตปดใดเปนเซตปด 

(Any arbitrary intersections of closed sets are closed) 

1.10.2 ทุกๆยูเนยีนจํานวนจํากัดของเซตปดเปนเซตปด 

(Any finite unions of closed sets are closed) 

 

บทพิสูจน  

1.10.1  ให I{C }   เปนกลุมของเซตปด โดยที่ I  เปนเซตดัชนี 

กําหนดให  
I

C C


  ตองการแสดงวา C เปนเซตปด 
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เนื่องจาก  C  เปนเซตปดสําหรับทุกๆ I   ดังนั้น โดยทฤษฎีบทท่ี 1.8 ไดวา X C  เปนเซต

เปดสําหรับทุกๆ I   และไดอีกวา 

 
I I

X C X C X C 
 

       

โดยทฤษฎีบทท่ี 1.4.1  เราไดวา X C  เปนเซตเปด เพราะฉะนั้นในทํานองเดียวกันจาก ทฤษฎีบท

ที่ 1.8 ไดวา C เปนเซตปด 

1.10.2  ให n
i i 1{C }   เปนกลุมของเซตปด สําหรับ i 1,2,..., n  

กําหนดให  
n

i
i 1

D C


  ตองการแสดงวา  D เปนเซตปด 

เนื่องจาก  iC  เปนเซตปดสําหรับทุกๆ i 1,2,..., n  ดังนั้น โดยทฤษฎีบทที่ 1.8 ไดวา iX C  

เปนเซตเปดสําหรับทุกๆ i 1,2,..., n  และไดอีกวา 

 
n n

i i
i 1 i 1

X D X C X C
 

       

โดยทฤษฎีบทท่ี 1.4.2 เราไดวา X D  เปนเซตเปด เพราะฉะนั้นในทํานองเดยีวกันจาก ทฤษฎีบท

ที่ 1.8 ไดวา D  เปนเซตปด          

 

บทนิยาม 1.9  กําหนดให  (X,d)  เปนปริภูมิอิงระยะทาง  และ A  เปนเซตยอยใดๆ ของ X  เรา

กลาววาจุด x  เปน จุดขอบ (boundary point) ของ A ถาสําหรับทุกๆ 0  จะไดวา  

B(x; ) A     และ  B(x; ) X A      และให A  แทนเซตของจุดขอบทั้งหมดของ  

A  
 
นอกจากเราสามารถนิยามการวัดระยะทางระหวางจุดสองจุดบนปริภูมิอิงระยะทาง (X,d)   เรายัง

สามารถนิยามระยะทางระหวางจุดกับเซตรวมถึงขนาดเสนผานศนุยกลางของเซตไดดังนิยามตอไปนี้ 

บทนิยาม 1.10  กําหนดให  (X,d)  เปนปริภูมิอิงระยะทาง  และ A  เปนเซตยอยที่ไมวางใดๆ ของ 

X  และ x X  

- ระยะทางระหวาง x และ A (distance between x and A) คือ  

d(x,A) inf{d(x,a) | a A}   

- ขนาดเสนผานศูนยกลาง (diameter) ของ A  คือ 

diam(A) sup{d(a,b) | a,b A}   

ถา diam(A)  เปนจํานวนจํากัดแลวเราจะกลาววา A เปนเซตมีขอบเขต (bounded) 

และ เรยีก A  วาเปนเซตไมมีขอบเขต (unbounded) สําหรับกรณีอ่ืนๆ 
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ตัวอยาง 1.10 

ใน usual( , d )  ให A (1,3) , B (4,6)   เราจะไดวา diam(A) diam(B) 2   แต 

diam(A B) 5 diam(A) diam(B)     ดังนั้น diam ไมใชการวัดระยะทางบน P( )  

 

ลําดับในปริภูมิอิงระยะทาง (sequence in metric space) 

 

บทนิยาม 1.11  ลําดับ(sequence)ในปริภมูอิงระยะทาง (X,d)  คือ ฟงกชัน f : X  นยิาม

โดย  nf(n) x  ทุกๆ n   เราเขียนแทนฟงกชัน f  ดวย n n(x )   หรือส้ันๆดวย n(x )  

 

บทนิยาม 1.12 ลาํดับ n(x ) ในปริภูมอิงระยะทาง (X,d)จะกลาววา ลูเขาสู(converge to ) 

x X  หรือ  n(x ) เปนลาํดับลูเขา (convergent sequence) กต็อเม่ือ ทุก 0  จะมี N  

ที่ซึ่งสําหรับ n N แลวเราจะไดวา nd(x ,x)      

n[ 0 N ,n N d(x ,x) ]         

เขียนแทนดวยสัญลักษณ  nn
lim x x


  หรือ nx x  เมื่อ n   และเราเรียก x  วาเปน

ลิมติ (limit)ของลาํดับ n(x )  

ถาลําดับ n(x ) ไมเปนลําดับลูเขา แลวเราจะกลาววา n(x )  เปนลําดับลูออก (divergent 

sequence) 

 

 

 

 

 

 

ตัวอยาง 1.11  

1. ในปริภูมิอิงระยะทาง usual( , d )  เราจะเห็นวา 1 0
n
  เมื่อ n  เพราะวา สําหรับ

ทุก 0  โดยหลักของอาคมิีดิส จะมี N  ท่ีซึ่ง 1 N


 หรือ 1
N

   ดังน้ัน

สาํหรับ n N  เราจะไดวา 1 1
n N
    

 

2. กาํหนดให C [0,1] {f : [0,1] [0,1] | f  เปนฟงกชันตอเนื่อง}  และ นิยามการวัด

ระยะทางบน  C [0,1] ดังนี้   สําหรับ f,g C [0,1]  
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sup
x [0,1]

d (f, g) sup | f(x) g(x) |


   

เราไดวา ลําดับ n(f ) ที่นิยามโดย n
nf (x) x ลูเขาสูฟงกชัน f เมื่อ n   โดยท่ี  

0 , 0 x 1
f (x)

1 , x 1

    
 

แตเนื่องจาก f  ไมใชฟงกชันตอเนื่อง  ดังน้ันเราจึงกลาววา n(f ) ไมใชฟงกชันลูเขาใน 

C [0,1]  

 

ตอไปเปนสมบัติที่สําคัญของลําดับลูเขาบนปริภูมิอิงระยะทาง 

 

ทฤษฎีบทที่ 1.11 ลําดับใดๆในปริภูมิอิงระยะทางมีลิมิตไดเพียงหนึ่งเดียวเทานั้น 

 

บทพิสูจน  สมมติใหลําดับ n(x )  ลูเขาสูจุด  x,y ในปริภูมิอิงระยะทาง (X,d)  

ให 0  เนื่องจาก nn
lim x x


  ดังนั้นจะมี 1N    ที่ซึ่งสําหรบั 1n N แลวเราจะไดวา  

nd(x , x)
2
  

และในทํานองเดียวกัน เนื่องจาก nn
lim x y


  ดังนั้นจะมี 2N    ที่ซึ่งสําหรับ 2n N แลวเรา

จะไดวา                 nd(x , y)
2
   

ให 1 2N max{N ,N }  แลวเราจะไดวา สําหรับ n N  เรามีวา   

n nd(x, y) d(x, x ) d(x , y)
2 2
             ทุกๆ 0  

ดังน้ัน  x y             

 

บทนิยาม 1.13  ให n(x ) เปนลาํดับในปริภูมอิงระยะทาง (X,d)  

ถา 1 2 3 nk k k k      เปนลําดับเพ่ิมขึ้นของจํานวนนับ แลวเราจะเรยีก ลําดับ 

nk(x )  เปนลําดับยอย(subsequence)ของ ลําดับ n(x )  

 

ขอสังเกต  nk n  

 

ตัวอยาง 1.12  ในปริภูมิอิงระยะทาง usual( , d )  สําหรับลําดับ (n) {1,2, 3, ,n,...}     เราได

วาลําดับ (2n) {2,4,6, ,2n,...}   เปนลําดับยอยของ (n) {1,2,3, , n,...}   
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 ในทํานองเดียวกัน ลําดับ (kn) {k,2k,3k, ,kn,...}    เปนลําดับยอยของลําดับ (n)  สําหรับ

ทุกๆ k      แตสังเกตวาลําดับ {2,1, 4,3,6,5, }    ไมใชลําดบัยอยของ (n)  

 

ทฤษฎีบทที่ 1.12  ทุกๆลําดับยอยของลําดับลูเขาเปนลําดับลูเขา  

 

บทพิสูจน  ให n(x ) เปนลําดับลูเขา x ในปริภูมอิงระยะทาง (X,d)และ  ให 
kn(x ) เปนลําดับยอย

ของลําดับ n(x )  

ให  0  เน่ืองจาก 
n 0n

lim x x


  เราไดวาจะมี N  ที่ซึ่งสําหรับ n N แลวเราจะไดวา 

nd(x ,x)   

เนื่องจาก  nk n N   ดังน้ันไดวา  
nkd(x , x)    

เพราะฉะนั้น 
nkn

lim x x


           

ขอสังเกต   

1. เนื่องจาก ลําดับ n(x ) ใดๆเปนลําดับยอยของตัวมันเอง ดังนั้นจากทฤษฎีบทที่ 14 เรา

สามารถสรุปไดเปนขอความตอไปนี้  สําหรับลําดับ n(x )  ในปริภูมิอิงระยะทาง 

n(x )  เปนลําดับลูเขา ก็ตอเม่ือ  ทุกๆลําดับยอยของ n(x )  เปนลําดับลูเขา 

  2. ถาเรามีลําดับซึ่งมีลําดับยอยที่ลูเขาแลว เราไมสามารถสรุปไดวาลําดับที่กําหนดใหเปน

ลําดับลูเขาดวยดังตัวอยางที่จะแสดงตอไปนี้  

 

ตัวอยาง 1.13  ในปริภูมิอิงระยะทาง usual( , d )   

พิจารณาลําดับ n n(( 1) ) { 1,1, 1, ,( 1) ,...}        

เราเห็นวาลําดับ(1) {1,1,1, ,1,...}    และ ลําดับ ( 1) { 1, 1, 1, , 1,...}        

เปนลําดับยอยที่ลูเขาของลําดับ n(( 1) )   แตลําดับ n(( 1) )  ไมลูเขา 

ในการที่จะแสดงวาลําดับที่กําหนดใหเปนลําดับท่ีลูเขา เราตองทราบวาลิมิตของลําดับนั้นมี

คาเทาใด ซึ่งในทางปฎิบัติถาเราไมมีเครื่องมือที่เพียงพอในการคํานวณ การหาลิมิตของลําดับท่ี

กําหนดใหเปนเรื่องยาก ดังนั้นจึงมีการนิยามลําดับซึ่งมีพฤติกรรมคลายคลึงกับลําดับลูเขาดังนิยาม

ตอไปน้ี 

 

บทนิยาม 1.14  ลําดับ n(x ) ในปริภูมอิงระยะทาง (X,d)จะกลาววาเปน ลําดับ โคชี (Cauchy 

Sequence)  ถา ทกุ 0  จะมี N ท่ีซึ่งสําหรับ m,n N แลวเราจะไดวา 

m nd(x , x )    

m n[ 0 N ,m,n N d(x , x ) ]         



ท อ พ อ โ ล ยี เ บื้ อ ง ต น  | 19 

 

 
 

ทฤษฎีบทที่ 1.13  ทุกๆลําดับลูเขาเปนลําดับโคชี  

 

บทพิสูจน  ให n(x ) เปนลําดับลูเขา x ในปริภูมอิงระยะทาง (X,d)  

ให  0  เนื่องจาก nn
lim x x


  เราไดวาจะมี N  ที่ซึ่งสําหรบั n N แลวเราจะไดวา  

nd(x , x)
2
  

ดังน้ันสําหรับ  m,n N  แลวเราจะไดวา  m n m nd(x , x ) d(x , x) d(x, x )
2 2
        

นั่นคือ n(x )  เปนลําดับโคชี          

 

ในทางกลับกันเราจะไดวาลําดับโคชีใดๆไมจําเปนตองเปนลําดับลูเขาดังตัวอยางตอไปนี้ 

 

ตัวอยาง 1.14  พิจารณา A (0,1] เปนปริภูมิยอยของ  usual( , d )  เราจะไดวา ลําดับ 

1 1 1 1{1, , , , ,...}
n 2 3 n
      

  เปนลําดับท่ีลูเขาสู 0 ดังนั้น ลําดับ 1
n
     

 เปนลําดับโคชีใน A แต

เนื่องจาก 0 ไมอยูใน A ดังน้ันลําดับดังกลาวจึงไมเปนลําดับลูเขาใน A 

 

 

ทฤษฎีบทที่ 1.14  ทุกๆลําดับโคชี ที่มีลําดับยอยท่ีลูเขาจะเปนลําดับลูเขา  

 

บทพิสูจน  ให n(x ) เปนลําดับโคชีในปริภูมอิงระยะทาง (X,d)และ 
nk(x )  เปนลําดับยอยของ 

n(x )ที่ลูเขาสู x X   ให  0  เน่ืองจาก n(x ) เปนลําดับโคชี ดังนั้นมี 1N    ที่ซึ่งสําหรับ 

1m,n N แลวเราจะไดวา  

md(x , x)
2
  

และในทํานองเดียวกัน เนื่องจาก 
nkn

lim x x


  เราไดวาจะมี 2N    ที่ซึ่งสําหรับ 2n N

แลวเราจะไดวา              
nkd(x , x)

2
   

ให 1 2N max{N ,N }  แลวเราจะไดวา สําหรับ n N  เรามีวา  

n nn n k kd(x , x) d(x , x ) d(x , x)
2 2
        

ดังน้ัน nn
lim x x


  นั่นคือ n(x )  เปนลําดับลูเขา        
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บทนิยาม 1.15    ปริภูมิอิงระยะทาง (X,d)จะกลาววาเปนปริภูมิอิงระยะทางที่บริบูรณ 

(complete metric space)  ก็ตอเมื่อ ทุกๆลําดับโคชีใน X เปนลําดับที่ลูเขา  

 

 

บทแทรกท่ี  1.15  ปริภูมิอิงระยะทาง (X,d)จะเปนปริภูมิอิงระยะทางที่บริบูรณ  ก็ตอเม่ือ ทุกๆ

ลําดับโคชี มีลําดับยอยที่ลูเขา 

 

บทพิสูจน   เห็นไดชัดจาก ทฤษฎีบทที่ 1.14         

 

ตอไปเปนบทตั้งท่ีสําคัญที่แสดงใหเห็นถึงความสัมพันธระหวางลิมิตของลําดับและสวนปดของ

เซตใดๆในปริภูมิอิงระยะทาง 

 

บทตั้งที่ 1.16  (บทตั้งอันดับ:The sequence lemma) ให A เปนปริภูมยิอยของ ปริภูมิอิงระยะทาง 

(X,d) และ x X แลวจะไดวา   x A   ก็ตอเมื่อ  มีลําดับ n(x ) ใน A ที่ซึ่ง  nn
lim x x


  

 

บทพิสูจน   

สมมติให x A   ดังนั้นจะไดวา สําหรับแตละ n    เรามีวา  1B(x; ) A
n

     

เพราะฉะนั้นจะมี n
1x B(x; ) A
n

  ทุกๆ n    (โดยสัจพจนการเลือก) นั่นคือเราไดสรางลําดับ

n(x ) ใน A   ที่ซึ่ง n
1d(x , x)
n

  ทุกๆ n    

ดังน้ัน ถา  n   เราจะไดวา  nd(x , x) 0  หรือ nn
lim x x


  

ในทางกลับกัน  ให x X  และสมมติวามี ลําดับ n(x ) ใน A ที่ซึ่ง  nn
lim x x


  

ให  0  เนื่องจาก  nn
lim x x


  ดังน้ันมี N  ที่ซึ่งสําหรับ n N เราจะไดวา 

nd(x ,x)    โดยเฉพาะอยางยิ่ง Nx B(x; ) A    นั่นคือ  B(x; ) A     

เพราะฉะนั้น  x A            

 

ทฤษฎีบทที่ 1.17  ปริภูมยิอยที่บรบิูรณของปริภูมิอิงระยะทางเปนเซตปด  

 

บทพิสูจน  สมมติให A เปน ปริภูมิยอยที่บริบูรณของปริภูมิอิงระยะทาง (X,d)   

ตองการจะแสดงวา  A A  เพียงพอที่จะแสดงวา A A  

ให a A  โดยบทตั้งที่ 1.16 จะไดวามี ลําดับ n(x )  ใน A ท่ีซึ่ง  nn
lim x a
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เนื่องจาก  n(x )  เปนลําดับลูเขา เพราะฉะนั้น n(x ) เปนลําดับโคชีดวย   

และจากการที่ A เปน ปริภูมิที่บรบูิรณ ดังนั้น n(x ) เปนปริภูมิที่ลูเขาใน A นั่นคือ  a A  

หรอื A A  ดังนั้น  A A           

 

 

ทฤษฎีบทที่ 1.18  เซตยอยปดของปริภูมิอิงระยะทางที่บริบูรณ เปน ปริภูมิอิงระยะทางที่บริบูรณ  

 

บทพิสูจน   ให A เปน เซตยอยปดของปริภูมิอิงระยะทางที่บรบูิรณ (X,d)  และให n(x )  เปนลําดับ

โคชีใน A  

เนื่องจาก  A X  ดังนั้น  n(x )  เปนลําดับโคชีใน X ดวย  และเนื่องจาก X เปน ปริภูมิอิง

ระยะทางที่บริบูรณ ดังนั้น n(x )  เปนลําดับที่ลูเขาใน  X สมมติใหมีลิมิตเปน x  

จากบทตั้งที่ 1.16 เราไดวา  x A  แตเนื่องจาก A เปนเซตปด ดังนั้น x A A   

เพราะฉะนั้น  n(x )  เปนลําดับท่ีลูเขาใน A  นั่นคือ A เปนปริภูมิอิงระยะทางที่บริบูรณ    

 

 จากสมบัติความบริบูรณของปริภูมิอิงระยะทางที่กลาวขางตน เราสามารถพิสูจนทฤษฎีบทที่

สําคัญในการศึกษาทฤษฎีจุดตรึง (Fixed points Theory) ดังจะกลาวตอไปนี้ 

 

ทฤษฎีบทที่ 1.19  (Banach’s contraction mapping theorem) 

ให  (X,d)  เปนปริภูมิอิงระยะทางที่บริบูรณ และ f : X X  เปนการสงแบบหดตัว 

(contraction) กลาวคอื มีจํานวนจรงิ [0,1)   ท่ีซึ่ง  

d(f(x), f(y)) d(x, y)   

สําหรับทุกๆ x, y X   แลวจะไดวามี 0x X  เพียงจุดเดียวที่ซึ่ง 0 0f(x ) x  

เราเรียกจุด 0x  ท่ีมีสมบัติดังกลาววาเปนจุดตรึง (fixed point) ของฟงกชัน f  

 

บทพิสูจน  เราจะแบงการพิสูจนออกเปน 2 สวนดังนี้ 

สวนที่ 1 (Existence) จะแสดงวามี 0x X ท่ีซึ่ง 0 0f(x ) x  

 ให  x X  จากนั้นนิยามลําดับ n(x )  ใน X  นิยามโดย 

n 1 nx f(x )    สําหรบั n 1,2, 3,...  

สังเกตวา สําหรับ m          
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m 1 m m m 1

m m 1

m 1 m 2
2

m 1 m 2

m

d(x ,x ) d(f(x ), f(x ))
d(x ,x )
d(f(x ), f(x ))
d(x , x )

d(f(x), x)

 



 

 


 
 
 

 


 

ดังน้ันโดยอสมการสามเหลี่ยมเราไดวา สําหรับ m,n    โดยที่ n m    

m n m m 1 m 1 m 2 n 1 n
m m 1 n 1

n m
m

d(x , x ) d(x , x ) d(x , x ) d(x , x )
( )d(f(x), x)

1 d(f(x), x)
1

   
 



   
    

 



  

เนื่องจาก [0,1)   ดังนั้น  n m1 1      เพราะฉะนั้น   
m

m nd(x , x ) d(f(x), x)
1



 

ให 0 โดยหลักอารคิมิดิส เราสามารถหา N  ที่ซึ่งสําหรับ n,m N  เรามีวา  

m nd(x , x )    

นั่นคือ ลําดับ n(x )  เปนลําดับโคชีในบริภูมิอิงระยะทางที่บริบูรณ ดังน้ันจึงมีลิมิต เรียกวา 0x X  

จากนั้นสังเกตวา  

0 0 0 m m 0

0 m m 1 0

0 m m 1 0

d(x , f(x )) d(x , x ) d(x , f(x ))
d(x , x ) d(f(x ), f(x ))
d(x , x ) d(x , x )





 
 
  

 

แตเนื่องจาก  m 0m
lim x x


  ดังนั้นเราจะไดวา  0 0d(x , f(x )) 0  หรือ  0 0f(x ) x  นั่นเอง 

 

สวนที่ 2 (Uniqueness) จะแสดงวามี 0x X เพียงหนึ่งเดียวท่ีซึ่ง 0 0f(x ) x  

สมมติวามี 0 0x , y X   ท่ีซึ่ง 0 0f(x ) x  และ 0 0f(y ) y  

สังเกตวา   

0 0 0 0 0 0d(x , y ) d(f(x ), f(y )) d(x , y )    

หรอื   0 0(1 )d(x , y ) 0    ทําใหไดวา  0 0d(x ,y ) 0   หรือ  0 0x y  นั่นเอง   

 
 
 
 
 
 



ท อ พ อ โ ล ยี เ บื้ อ ง ต น  | 23 

 

 
 

แบบฝกหัดประจําบทที่ 1 
 

1. ให (X,d)  เปนปริภูมิอิงระยะทาง นิยาม d' : X X โดย 

d(x, y)d '(x,y)
1 d(x, y)




  สําหรบั (x, y) X X   

จงแสดงวา  d'  เปนการวัดระยะทางบน X 

 

2. ให A เปนเซตยอยใดๆของปริภูมิอิงระยะทาง (X,d)  จงแสดงวา 

2.1 A  คือยูเนียนของเซตเปดทั้งหมดที่เปนเซตยอยของ A 

2.2 A  คืออินเตอรเซกชันของเซตปดท้ังหมดที่มี A เปนเซตยอย 

 

3. สําหรับเซตของจํานวนจริง   กับการวัดระยะทางแบบปกติ ให 1B { | n }
n

    

จงแสดงวา B B {0}   

 

4. ให A,B,A  เปนเซตยอยของปริภูมิอิงระยะทาง (X,d)  ให A' แทนเซตของจุดลิมิต

ทั้งหมดของ A จงพิจารณาวาขอความตอไปนี้เปนจริงหรือไม ถาเปนเท็จจงพิจารณาตอวา

เซตใดเปนเซตยอยของเซตใด  

4.1 A B A B      

4.2 A A    

4.3 A B A B    

4.4 A A    

4.5  A B ' A ' B '    

4.6  A B ' A ' B '    

 
5. ให ้ A  เป็นเซตย่อยของปรภิมูอิิงระยะทาง (X,d)  เรานิยามขอบของเซต A (Boundary of A) 

ดงันีÊ 

A A (X A)     
จงแสดงวา่ A  และ A  ไม่มีส่วนรว่มกนั และ A A A    

 
6.   ให (Y,d)  เปนปริภูมิอิงระยะทาง ให d: Y Y  นิยามโดย 

d(a, b) min{d(a, b),1}    สําหรับทุก a, b Y  
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แลวจงแสดงวา d  เปนการวัดระยะทางบน Y  ซึ่งถูกเรียกวา การวัดระยะทางแบบ

มาตราฐานที่มีขอบเขต 

จากนั้นให J เปนเซตใดๆ นิยาม J J: Y Y     โดย 

(f, g) sup{d(f( ),g( )) | J}       

สําหรับทุกๆ Jf, g Y  จงแสดงวา   เปนการวัดระยะทางบน JY  

 

7.   ให n(x )  และ n(y )  เปนลําดับโคชีในปริภูอิงระยะทาง (X,d)  จงแสดงวา n(a ) เปน 

  ลําดับลูเขา เมื่อ นิยาม n n na d(x , y )  
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บทที่ 2 ปริภูมิทอพอโลยี  

(Topological spaces)  

จากบทที่ 1 เราไดเห็นแลววาการวัดระยะทางบนปริภูมิอิงระยะทางเปนการขยายแนวคิดของ

การวัดระยะทางบนเซตของจํานวนจริง ซึ่งจากการวัดระยะทางนั้นทําใหเราสามารถนิยามบอลเปด

และเซตเปด ซึ่งนําไปสูการสรางทฤษฎีและสมบัติตางๆท่ีสําคัญของปริภูมิอิงระยะทางที่มีความ

คลายคลึงกับเซตของจํานวนจริง 

 ในบทนี้เราจะนําแนวคิดและสมบัติของเซตเปดมาสรางปริภูมิท่ีทั่วไปกวาปริภูมิอิงระยะทาง 

ซึ่งถูกเรียกวา ปริภูมิทอพอโลยี ดังนิยามตอไปนี้ 

 

บทนิยาม 2.1  ให X เปนเซตใดๆ เราจะกลาววา    เปนทอพอโลยีบน เซต X (topology on X) 

ก็ตอเมื่อ    เปนกลุมของเซตยอยของ X ท่ีมีสมบัติดังตอไปนี้  

T1.    และ X เปนสมาชิกของ   

T2.   ยูเนียนของสมาชิกใดๆใน   เปนสมาชิกของ   

T3.   อินเตอรเซกชันจํานวนจํากัดของสมาชิกใน   เปนสมาชิกของ   

และเราจะเรียกคูไมอันดับ  (X, )  วาเปนปริภูมิทอพอโลยี (topological space) และเรียกสมาชิก 

U วาเปนเซตเปด (open set) ของ X 

 

ตัวอยาง 2.1  ตอไปนี้เปนตัวอยางของปริภูมิทอพอโลยี 

(1) พิจารณา n
e( , d )  สําหรับ n ท่ีเปนจํานวนนับใดๆ  

ให  usual {U | U   เปนเซตเปดใดๆใน   ขึ้นกับการวัดระยะทาง ed }  

หรอื usualU    ก็ตอเมื่อ ทุกๆ x U, r 0    ท่ีซึ่ง 
edx B (x; r) U   

เมื่อ 
edB (x; r)  เปนบอลเปดซึ่งถูกนิยามผานการวัดระยะทาง ed  

จากบทที่ 1 เห็นไดชัดวา usual  สอดคลองกับเง่ือนไข T1. – T3. 

ดังน้ัน n
usual( , )  เปนปริภูมิทอพอโลยี เรียก usual  วาเปนทอพอโลยีแบบปกติบน n  

 

โดยทั่วไปแลว  สําหรับปริภูมิอิงระยะทาง  (X,d)  

ถาเราให d {U | U   เปนเซตเปดใน  X  ขึ้นกับการวัดระยะทางแบบปกติ d }  

เราจะไดวา d(X, ) เปนปริภูมิทอพอโลยี และ d  ถูกเรียกวา ทอพอโลยีอิงระยะทาง (metric 

topology) 
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(2) ให X เปนเซตใดๆ และนิยาม indis { ,X}    เราจะไดวา  

indis(X, )  เปนปริภูมทิอพอโลย ีและเรียกปริภูมิดังกลาววา ปริภูมอิวิยุต(indiscrete space) 

 

(3) ให X เปนเซตใดๆ และนิยาม dis P(X)    เมื่อ P(X)  แทนพาวเวอรเซตของเซต X  

เราตรวจสอบไดไมยากวา dis(X, ) เปนปริภูมิทอพอโลยี และเรียกปริภูมดิังกลาววา  ปริภูมิวิยุต 

(discrete space) 

 

(4) ให X {a, b, c}  และ ให  

1 {X, ,{a},{a,b}}    

2 {X, ,{a},{b}}    

3 {X, ,{a,b},{b,c}}    

เราไดวา 1  เปนทอพอโลยีบน X แต 2  และ 3  ไมใชทอพอโลยีบน  X 

 

 

 

       1(X, )  เปนปริภูมิทอพอโลยี 

 

 

 

 

       2(X, )  ไมเปนปริภูมิทอพอโลย ี

        เพราะวา 2{a,b} {a} {b}   

        

 

 

3(X, )  ไมเปนปริภูมิทอพอโลย ี

               เพราะวา 2{b} {a,b} {b,c}     

 

 

จากตัวอยางนี้เราจะสังเกตเห็นวาเราสามารถสรางทอพอโลยีไดหลายแบบบนเซตเดียวกัน 

 

 

a b c 

a b c 

a b c 
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(5) ให X เปนเซตใดๆ และนิยาม cofinite { ,A | A X, X C     เปนเซตจํากัด}  

เราสามารถตรวจสอบ(แบบฝกหัด) ไดวา  cofinite(X, ) เปนปริภูมิทอพอโลยี  

และเรียก cofinite วาทอพอโลยีจํากัดรวม (cofinite topology) 

 

ขอสังเกต  ถา X เปนเซตจํากัดแลวเราจะไดวา cofinite dis    

 

จากตัวอยางขางตนทําใหเห็นวาบนเซตๆเดียวกัน เราสามารถนิยามทอพอโลยีไดหลายแบบ 

ดังนั้นในบางกรณีเราสามารถเปรียบเทียบทอพอโลยไีดดังนิยามตอไปนี้ 

 

บทนิยาม 2.2  สมมติให   และ '  เปนทอพอโลยีบนเซต X เราจะกลาวา  

'  ละเอียดกวา (finer than)    ก็ตอเม่ือ   '    

และ  '  หยาบกวา (coarser than)   ก็ตอเมื่อ   '    

 

ตัวอยาง 2.2  จากตัวอยางที่ 2.1 เราจะไดวา สําหรับเซตใดๆ  indiscrete cofinite discrete      

ดังนั้น discrete  ละเอียดกวา cofinite  และ  cofinite  ละเอียดกวา  indiscrete  

 

ฐานหลักสําหรับทอพอโลยี (basis for a topology) 

จากบทที่ 1 เรามีวาเซตเปดใดๆเขียนอยูในรูปยูเนียนของบอลเปด ซึ่งสําหรับปริภูมิทอพอโลยี 

เราสามารถนิยามกลุมยอยของทอพอโลยีที่มีพฤติกรรมคลายคลึงกบับอลเปดไดดังตอไปน้ี 

 

บทนิยาม 2.3  ให X เปนเซตใดๆที่ไมวาง เราจะกลาววา B P(X)  เปนฐานหลักสําหรับทอ

พอโลยีบน X (basis for a topology on X) ก็ตอเมื่อ  

1. x X B     B , x B  

2. 1 2B ,B   B 1 2x B B    3B   B 3 1 2, x B B B    

 

ตัวอยาง 2.3  พิจารณา 2
usual( , )   ให   

 Bcircle = เซตของบริเวณภายในของวงกลมเปดใดๆบน 2  

 Breg = เซตของบริเวณภายในของส่ีเหล่ียมผืนผาเปดใดๆบน 2  

เราจะไดวา  Bcircle และ Breg  เปนฐานหลักสําหรับทอพอโลยบีน 2
usual( , )  ดังแสดงไดดวยรูป

ตอไปนี้ 

 

 

B1 B2 

B3 B1 

B2 
B3 
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บทนิยาม 2.4  ให B P(X)  เปนฐานหลักสําหรบัทอพอโลยีบน X เรานิยามทอพอโลยีบน X 

กอกําเนิดโดย B   (the topology generated by B) ดงันี้ 

< B > = {U X | x U B      B, x B U}   

การแสดงวา < B >  เปนทอพอโลยีบน X ขอละไวใหผูเรียนพิสูจนเปนแบบฝกหัด  

 

ขอสังเกต  

(1)  B  ไมจําเปนตองเปนทอพอโลยีบน X   

จากตัวอยาง 2.3 เราจะเห็นวา สําหรับสมาชิกสองตัวใดๆใน Bcircle หรือ Breg ยูเนียนของสมาชิกสอง

ตัวนี้อาจจะไมไดเปนสมาชิกใน Bcircleหรือ Breg 

(2)  B < B > 

 

ตัวอยาง 2.4  ให X เปนเซตใด และ ให  Bdis {{x} | x X}   

เราจะไดวา สําหรับ x X ,  x {x} X   และ สําหรับ  x {y} {z}   เราไดวา 

x y z   เพราะฉะนั้น x {x} {y} {z} {x}     นั่นคือ Bdis  เปนฐานหลักสําหรบัทอ

พอโลยีบน X และสังเกตไดไมยากวา <Bdis > = dis  

 

 

บทตั้งที่ 2.1  ให   B    เปนฐานหลักสําหรบัทอพอโลยีบน X แลวเราจะไดวา  

B< B >  ก็ตอเมื่อ   B เขียนอยูในรูปยูเนียนของสมาชิกใน B 

 

บทพิสูจน  

( )  ให B< B >  ดังนั้นจะไดวา สําหรับ x B  จะมี xB   B  ที่ซึ่ง xx B B   

ดังน้ัน  x
x B

B B


  

( )  ให i
i I

B B


  โดยที่ iB  B ทุกๆ i I   เมื่อ I เปนเซตดัชนี 

ให x B  ดังนั้นจะมี 0i I  ท่ีซึ่ง 
0i i

i I

x B B B


    

ดังน้ัน B< B >             

 

ในการเปรียบเทียบวาทอพอโลยีท่ีกําหนดใหสองทอพอโลยีอันไหนละเอียดกวากัน ไมใชสิ่งท่ี

งายเนื่องจากจํานวนของเซตเปดในทอพอโลยีอาจมีจํานวนมหาศาล  ทฤษฎีบทถัดไปแสดงใหเห็นถึง

วิธีการเปรียบเทียบทอพอโลยีผานทางฐานหลักซึ่งมีจํานวนสมาชิกนอยกวาเซตเปด 
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ทฤษฎีบทที่ 2.2  ให B และ B '   เปนฐานหลักสําหรับทอพอโลยี  < B  >  และ < B '  > บน 

X   ตามลําดับ เราจะไดวา   

< B  >   < B '>  ก็ตอเม่ือ  x X B     B  , x B B '     B '  , x B ' B   

 

บทพิสูจน   

( )  สมมติให < B  >   < B '>    

ให B B   และให  x B  B < B >   < B '>    

ดังน้ันโดยนิยามของ < B '>   จะมี B'  B '  ท่ีซึ่ง x B' B   

( )  ให  U< B > และ ให x U   ดังน้ันจะมี B B   ที่ซึ่ง x B U   

โดยสมมติฐาน ไดวาจะมี B'  B '  ท่ีซึ่ง x B ' B U    

เพราะฉะนั้น U< B '>  หรือ < B  >   < B '>          

 

ทฤษฎีบทที่ 2.3  ให (X, ) เปนปริภูมิทอพอโลยี และ    ท่ีซึ่งมีสมบัติวา  

ทุกๆ U และทุก x U  จะมี V    ที่ซึ่ง x V U   

แลว เราจะไดวา   จะเปนฐานหลักสําหรับทอพอโลยี   บน X นั่นคือ  

 

บทพิสูจน  เริ่มตนเราจะแสดงวา   เปนฐานหลักสําหรับทอพอโลยีกอน 

(1) ให x X  เน่ืองจาก x X   โดยสมมติฐานจะมี V    ที่ซึ่ง x V X   

(2) ให 1 2x V V   โดยที่ 1 2V,V    

เนื่องจาก 1 2V,V      ดังนั้น 1 2V V    (  เปนทอพอโลยี)  

ดังน้ันโดยสมมติฐาน จะมี 3V    ที่ซึ่ง 3 1 2x V V V    

นั่นคือ   เปนฐานหลักสําหรับทอพอโลยี 

ตอไปจะแสดงวา  

 ( )  ให V     ดังน้ันโดยบทตั้งที่ 2.1 เราจะไดวา  

i
i I

V V


  โดยที่ iV    ทุกๆ i I  เม่ือ I เปนเซตดัชนี  

เนื่องจาก    และ   เปนทอพอโลยี ดังน้ัน i
i I

V V


    

นั่นคือ   

( )  ให U และ x U  ดังนั้นจะมี V    ที่ซึ่ง x V U   

เพราะฉะนั้น U    โดยนิยามของทอพอโลยีที่กอกําเนิดโดย     นั่นคือ    
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ทอพอโลยีผลคูณ (the product topology) 

        สมมติให X(X, )  และ Y(Y, )  เปนปริภูมทิอพอโลยี มันเปนเร่ืองธรรมชาติมากที่จะถาม

ถึงทอพอโลยีบนผลคูณคารทีเซยีน X Y ซึ่งถูกถายทอดมาจาก X  และ Y  โดยหลักการนิยาม

ทอพอโลยีดังกลาวมีนิยามดังตอไปนี้ 

 

บทนิยาม 2.5  ให (X, ) และ Y(Y, ) เปนปริภูมทิอพอโลยี   ทอพอโลยีผลคูณบน X Y  

(The product topology on X Y ) ถูกนิยามใหเปนทอพอโลยีที่มีฐานหลัก  BXxY  คือเซตซึ่งมี

สมาชิกอยูในรูป U V  โดยที่ XU   และ YV     นั่นคือ  

    BXxY X{U V | U     และ YV }   

 

ในการที่จะตรวจสอบวา BXxY  เปนฐานหลักสําหรับทอพอโลยีทําไดไมยาก โดยอาศัยสมบัติของเซต

ที่วา  

       1 1 2 2 1 2 1 2U V U V U U V V        

โดยที่  1 2 XU ,U    และ  1 2 YV ,V    

และสังเกตวา  BXxY ไมใชทอพอโลยี เนื่องจากสมาชิกสองตัวใดๆของ BXxY ยูเนียนกันแลว

อาจจะไมไดอยูในรูปผลคูณจึงไมใชสมาชิกของ BXxY 

 

ทฤษฎีบทที่ 2.4 ให (X, ) และ Y(Y, ) เปนปริภูมทิอพอโลยี  โดยที่มี B และ C เปนฐานหลกั

สําหรับทอพอโลยีบน X  และ Y  ตามลําดับ จะไดวา  

D {B C | B    B และ CC}  

เปนฐานหลักสําหรับทอพอโลยีผลคูณบน X Y  

 

บทพิสูจน  ในการพิสูจนจะอาศัยทฤษฎีบทที่ 2.3 โดยให  W เปนเซตเปดใน X Y  และ ให  

(x, y) W  โดยนิยามของทอพอโลยีผลคูณจะไดวา มี XU   และ YV    ท่ีซึ่ง  

(x, y) U V W    

แตเนื่องจาก B และ C เปนฐานหลักสําหรับทอพอโลยีบน X  และ Y  จึงไดวา มี B B และ 

CC  ที่ซึ่ง 

x B U   และ y C V   ดังนั้น  (x, y) B C U V W      

เพราะฉะนั้น  D  คือ ฐานหลักสําหรับทอพอโลยีผลคูณบน X Y       
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X 

Y 

U 

ตัวอยาง 2.5  พิจารณา usual( , )  เราจะไดวา ทอพอโลยีผลคณูบน 2  จะมีสมาชิกของฐานหลัก

มีหนาตาเปนผลคณูของชวงเปด (a,b) (c,d) ซ่ึงคือบริเวณภายในของรูปส่ีเหล่ียมผืนผาบนระนาบ 

XY ดังรูปตอไปนี้ 

 

 

 

 

 

ปริภูมิทอพอโลยียอย (the subspace topology) 

ในทํานองเดียวกบัปริภมูิอิงระยะทางที่เราสามารถพิจารณาทุกๆเซตยอยของปริภูมิอิง

ระยะทางเปนปริภมูิอิงระยะทาง ผานการวัดระยะทางท่ีจํากัดโดเมนลงบนเซตยอย  สําหรับปริภูมิทอ

พอโลยี เราสามารถนิยามปริภูมทิอพอโลยียอยไดดังตอไปน้ี 

 

บทนิยาม 2.6  ให (X, ) เปนปริภูมิทอพอโลยีและ Y X  แลวเราจะไดวา  

Y {U Y | U }      

เปนทอพอโลยีบน Y และเรียกทอพอโลยีดังกลาววา ทอพอโลยยีอย (subspace topology) ของ Y 

ที่ถูกถายทอดจาก(inherited from) X และเราจะเรียก Y(Y, )  วาเปนปริภูมิทอพอโลยียอยของ 

(X, )  

 

 

 

 

 

 

 

 

ทฤษฎีบทท่ี 2.5 ให B เปนฐานหลักของปริภูมทิอพอโลยี (X, )  และ ให Y X  แลวเราจะไดวา  

BY {B Y | B    B } 

เปนฐานหลักสําหรับทอพอโลยียอยของ Y  

บทพิสูจน  เห็นไดชัดวา BY Y  เพราะวา B   

ให YV    และ x V  แลวเราไดวา x V U Y    สําหรับบาง U 

เนื่องจาก B เปนฐานหลักของปริภูมิทอพอโลยี (X, )  ดังนั้นจะมี xB   B  ท่ีซึ่ง xx B U   

a b 

c 

d 
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หรอื xx B Y U Y V      

เพราะฉะนั้น BY เปนฐานหลักสําหรบัทอพอโลยียอยของ Y       

 

ตัวอยาง 2.6  จากตัวอยาง 2.4 กอนหนานี้เราไดวา  Bdis {{x} | x X}   เปนฐานหลักของ 

dis P(X)   บนเซต X ใดๆ  ถาเราให Y X  เราจะไดวา  

 Bdis (Y) {B Y | B    Bdis }  {{y} | y Y}   

เปนฐานหลักของ Y ซึ่งกอกําเนิดทอพอโลยียอย dis(Y) P(Y)   ของ Y 

 

ทฤษฎีบทที่ 2.6 ให Y เปนปริภูมิทอพอโลยียอยของ (X, )   ถา U เปนเซตเปดใน Y และ Y เปน

เซตเปดใน X แลว U เปนเซตเปดใน X ดวย  

 

บทพิสูจน  เนื่องจาก U เปนเซตเปดใน Y ภายใตทอพอโลยียอย ดังน้ัน  U V Y   โดยที่ 

V    
และเน่ืองจาก Y เปนเซตเปดใน X ดวย ดังนั้น U V Y   เปนเซตเปดใน X    

 

ตัวอยาง 2.7  พิจารณา usual( , )  และให Y [0,1)    และ 1U [0, )
2

  จะไดวา U เปน

เซตเปดใน Y เนื่องจาก 1 1U [0, ) ( 1, ) [0,1)
2 2

     แตเนื่องจาก Y ไมไดเปนเซตเปดใน   

ดังน้ันเราจึงไมสามารถไดขอสรปุตามทฤษฎีบทที่2.6  ในความเปนจริง U ไมเปนเซตเปดใน   

 

โดยทั่วไปแลว เรากลาวไดคราวๆวา เซตเปดในเซตใหญจะเปนเซตเปดในเซตเล็กดวย แตเซต

เปดในเซตเล็กไมจําเปนตองเปนเซตเปดในเซตท่ีใหญกวา 

 

เซตปด (closed sets) 

 

บทนิยาม 2.7  ให (X, ) เปนปริภูมิทอพอโลยีและ C X  เราจะกลาววา C เปนเซตปด (closed 

set) ใน X ก็ตอเมื่อ X C   หรือ X C  เปนเซตเปดนั่นเอง 

 

ตัวอยาง 2.8  

(1) พิจารณา usual( , )  เราจะไดวา ชวงปด [a,b]  ใดๆเปนเซตปด เพราะวา 

usual[a,b] ( ,a) (b, )        
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C 

(2) พิจารณา 2
usual( , )  ให C {(x,y) | x 0, y 0}    

 

เราจะไดวา C เปนเซตปด เน่ืองจาก 2
usualC ( , 0) ( , 0)                     

 

 

 

 

 

 

(3) พิจารณา cofinite(X, ) และ C X เราไดวา C เปนเซตปด  ก็ตอเมื่อ  C เปนเซตจํากัด  

 

(4) พิจารณา discrete(X, ) (X,P(X))   เราไดวา ทกุๆเซตยอยของ X เปนเซตปด  

 

ทฤษฎีบทท่ี 2.7  ให (X, ) เปนปริภูมทิอพอโลยี ไดวาขอความตอไปนี้เปนจริง  

(1) ,X  เปนเซตปด 

(2) ทุกๆอินเตอรเซกชันของเซตปดเปนเซตปด 

(Any arbitray intersections of closed sets are closed)  

(3) ทุกๆยูเนียนจํานวนจํากัดของเซตปดเปนเซตปด 

(Any finite unions of closed sets are closed)  

 

พิสูจน  

(1) เนื่องจาก X X    และ X X   

ดังนั้น ,X  เปนเซตปด 

 

(2) ให I{C }   เปนกลุมของเซตปดใดๆ เมื่อ I เปนเซตดัชน ี

ดังนั้น X C    สําหรับทุกๆ I   

เนื่องจาก   เปนทอพอโลยีบน X ดังนั้น  

 
I I

X C X C 
 

        (กฎของ De Morgan) 

เพราะฉะนั้น 
I

C

 เปนเซตปด 

 

(3) ให n
i i 1{C }   เปนกลุมจํากัดของเซตปดใดๆ  
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ดังน้ัน iX C    สําหรับทุกๆ i {1,2,..., n}  

เนื่องจาก   เปนทอพอโลยีบน X ดังน้ัน  

 
n n

i i
i 1 i 1

X C X C
 

        (กฎของ De Morgan) 

เพราะฉะนั้น 
n

i
i 1

C

 เปนเซตปด         

 

ทฤษฎีบทที่ 2.8  ให Y เปนปริภูมิทอพอโลยียอยของ (X, )  และ A Y  ไดวา  

A เปนเซตปดใน Y  ก็ตอเมื่อ  A C Y   สําหรบับางเซตปด C ใน X 

 

บทพิสูจน   

( )  สมมติให A เปนเซตปดใน Y ดังนั้น YY A    หรือ  

Y A U Y    สําหรับบางเซตเปด U ใน X 
สังเกตวา        (X U) Y (X Y) (U Y) Y (Y A) A            

เพราะฉะนั้น A C Y   โดยที่ C X U   เปนเซตปดใน X 

( )  สมมติให A C Y   สําหรบับางเซตปด C ใน X 

เนื่องจาก C เปนเซตปดใน X ดังน้ัน X C  เปนเซตเปดใน X และเรามีวา  

 X C Y (X Y) (C Y) Y A         

ดังน้ัน YY A    หรือ A เปนเซตปดใน Y นั่นเอง       

 

 

บทแทรกท่ี 2.9  ให Y เปนปริภูมิทอพอโลยียอยของ (X, )   ถา A เปนเซตปดใน Y และ Y เปน

เซตปดใน X แลว A เปนเซตปดใน X ดวย 

 

พิสูจน  โดยทฤษฎีบทท่ี 2.8 เราจะไดวา  A C Y   สําหรบับางเซตปด C ใน X 

เนื่องจาก Y เปนเซตปดใน X  ดังนั้น A C Y  เปนเซตปดใน X ดวย     

 

สวนปดคลุมและสวนภายในของเซต (closure and interior of sets) 

ในหัวขอนี้จะทําการนิยามและศึกษาสวนปดคลุมและสวนภายในของเซตยอยบนปริภูมิทอ

พอโลยีดังตอไปนี้ 
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บทนิยาม 2.8  ให A เปนเซตยอยของปริภูมิทอพอโลยี (X, )  นิยามสวนภายในของเซต A  

(interior of A) ดังนี ้

  Int(A) = A   ยูเนียนของเซตเปดท้ังหมดที่เปนเซตยอยของ A 

และนิยามสวนปดคลุมของเซต A (closure of A) ดังนี ้

    Cl(A)  = A   อินเตอรเซคชันของเซตปดทั้งหมดท่ีคลุม A 

 

ขอสังเกต 1. A  เปนเซตเปด และ A  เปนเซตปด 

 2.  A A A   

 3.  A  เปนเซตเปด  ก็ตอเมื่อ  A A   

 4.  A  เปนเซตปด  ก็ตอเม่ือ  A A  

 

ทฤษฎีบทที่ 2.10 ให Y เปนปริภูมิทอพอโลยียอยของ (X, )  และ A Y แทนสัญลักษณ 

A   สวนปดคลุมของเซต A ใน X  และ YA  สวนปดคลุมของเซต A ใน Y  แลวไดวา  

YA A Y   

 

บทพิสูจน เนื่องจาก YA  เปนเซตปดใน Y ดังน้ัน YA C Y   สําหรับบางเซตปด C ใน 

X  และไดวา YA A C Y C       

โดยนิยามของสวนปดคลุมของ A ใน X จะไดวา  A C  เพราะฉะนั้น YA Y C Y A     

ในทางกลับกัน เนื่องจาก A เปนเซตปดใน X ดังน้ัน A Y  จึงเปนเซตปดใน Y ซึ่ง 

A A Y    
โดยนิยามของสวนปดคลุมของ A ใน Y เราไดวา YA A Y   

เพราะฉะนั้น YA A Y            

 

ทฤษฎีบทที่ 2.11 ให A เปนเซตยอยของปริภูมิทอพอโลยี (X, )  แลวจะไดวา  

x A   ก็ตอเม่ือ  ทุกๆเซตเปด U ที่คลุม x ไดวา U A  

 

บทพิสูจน  เราจะทําการพิสูจนขอความที่สมมูลกับขอความขางตนดังนี้ 

x A    มีบางเซตเปด U ที่คลุม x แต U A  

( )  ให x A   ดังนั้น x X A     

เนื่องจาก A  เปนเซตปด ดังนั้น U X A   เปนเซตเปดท่ีคลุม x  

และยังไดอีกวา U A (X A) A        เพราะวา A A  

( )  สมมติให x X  และมีเซตเปด U ที่คลุม x แต U A  
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สมมติ x A  

เนื่องจาก U เปนเซตเปด และ U A   ดังนั้น  X U เปนเซตปดที่ซึ่ง A X U   

โดยนิยามของสวนปดคลุมของ A ใน  X ไดวา A X U   

เพราะฉะนั้น x X U   ซึ่งขัดแยงกับการที่ U เปนเซตเปดที่คลุม x 

ดังน้ัน x A             
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แบบฝกหัดประจําบทที่ 2 

 
1. ให X เปนปริภูมิทอพอโลยี และ A เปนเซตยอยของ X สมมติวาแตละ  x A  จะมีเซต

เปด U ที่ซึ่ง x U A   จงแสดงวา A เปนเซตเปด 

 

2. ให { }  เปนกลุมของทอพอโลยีบนเซต X  จงแสดงวา   เปนทอพอโลยีบน X  

จากนั้นลองพิจารณาดูวา   เปนทอพอโลยีบน X หรือไม พรอมทั้งใหเหตุผลประกอบ 

 

3. ให X {a, b, c}  และ  

1 { ,X,{a},{a,b}}    และ 2 { ,X,{c},{b,c}}    

จงหาทอพอโลยีที่เล็กที่สุด และใหญที่สุดที่คลุม 1  และ 2  

 

4. จงแสดงวา ถา U เปนเซตเปดใน X และ A เปนเซตปดใน X  แลว U A  เปนเซตเปดใน 

X และ A U  เปนเซตปดใน X 

 

5. ให S เปนเซตยอยของปริภูมิทอพอโลยี X จงแสดงวา  

5.1 oX S X S     

5.2 o(X S) X S    

 

    6. ให X เปนปริภูมิทอพอโลยี ถา Y เปนปริภูมทิอพอโลยียอยของ X และ A Y  แลวจง 

แสดงวา ทอพอโลยียอยของ A  ที่ถูกถายทอดจาก Y  คือสิ่งเดียวกับทอพอโลยียอยของ 

A   
ที่ถูกถายทอดจาก X  

   

    7. จงแสดงวากลุมนบัได 

{(a,b) (c,d) | a,b, c,d }   

 เปนฐานหลักสําหรับทอพอโลยีบน 2  
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บทที่ 3 ความตอเน่ืองของฟงกชัน  

(Continuity of functions) 
 

 แนวคิดเร่ืองฟงกชันตอเนื่อง เปนที่รูจักกันอยางแพรหลายในวิชาคณิตศาสตร ฟงกชัน

ตอเน่ืองแรกๆที่เราไดทําการศึกษาก็คงเปนฟงกชันตอเนื่องระหวางเซตของจํานวนจริงซึ่งถูกพูดถึงใน

วิชาแคลคูลัส ในบทนี้เราจะทําการนิยามและศึกษาสมบัติของฟงกชันตอเนื่องระหวางปริภูมิทอพอโลยี 

ดังจะกลาวตอไปนี้ 

 

บทนิยาม 3.1 ให X Y(X, ),(Y, )  เปนปริภูมทิอพอโลยี และ f : X Y  เปนฟงกชัน  

เรากลาววา f เปนฟงกชันตอเนื่อง (continuous function)  ก็ตอเมื่อ  

ทุกเซตเปด V ใดๆใน Y จะไดวา 1f (V)  เปนเซตเปดใน X  1
Y X(V f (V) )      

 

 

 

 

 

 

 

 

ตัวอยาง 3.1   ให X Yf : (X,d ) (Y,d )  เปนฟงกชันตอเนื่องระหวางปริภูมิอิงระยะทาง 

เนื่องจากทุกปริภูมิอิงระยะทางเปนปริภูมิทอพอโลยี ดังนั้นจากนยิามขางตนเราจะไดวา ทุกๆ 

x X  และ 0  จะไดวา B(f(x); )  เปนเซตเปดใน Y  เพราะฉะนั้น  1f B(f(x); )   

เปนเซตเปดใน  X  และ   1x f B(f(x); )  เพราะฉะนั้น จะมี 0   ซ่ึงทําให  

 1x B(x; ) f B(f(x); )     หรือก็คือ สําหรับทุก y X   

X Yd (x, y) d (f(x), f(y))      

เง่ือนไขขางตนเรียกวา เง่ือนไขการเปนฟงกชันตอเนื่องในเทอมของ   

 

ตัวอยาง 3.2  ให     แทนเซตของจํานวนจรงิที่นิยามทอพอโลยีดวยฐานหลกั  

B l  {(a,b] | a,b }    

เราเรียกทอพอโลยีที่กอกําเนิดดวยฐานหลักขางตนวาทอพอโลยลิีมิตลาง (lower limit topology) 

X Y 

f 

f -1(V) 
V 
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ให 1id :    และ 2id :     เปนการสงเอกลักษณ(identity map) นิยามโดย  

1 2id (x) x id (x)    สําหรับ x    

สังเกตวาชวงเปด (a, b)  เปนเซตเปดทั้งใน   และ    แต ชวง (a,b] เปนเซตเปดใน 

  แตไมเปดใน     ดังน้ันเราเลยไดวา  1id  เปนฟงกชันตอเน่ือง แต 2id  ไมเปนฟงกชันตอเนื่อง  

จากตัวอยางดังกลาวนี้เราจะเห็นวาปจจัยหนึ่งที่สําคัญท่ีมีผลตอความตอเนื่องของฟงกชันก็

คือทอพอโลยีบนเซตนั่นเอง 

 

โดยทั่วไปในการแสดงวาฟงกชันใดๆเปนฟงกชันตอเนื่องไมใชเร่ืองที่งาย ทฤษฎีบทตอไปนี้

เสนอแนวทางที่สมมูลในการตรวจสอบการเปนฟงกชันตอเนื่องโดยมีรายละเอียดดังนี้ 

 

ทฤษฎีบทที่ 3.1  ให X Y(X, ),(Y, )  เปนปริภูมิทอพอโลยี และ f : X Y  เปนฟงกชัน แลว

ขอความตอไปนี้สมมูลกัน 

(1) f เปนฟงกชันตอเน่ือง  

(2) สําหรับเซตยอย A ใดๆของ X ไดวา f(A) f(A)  

(3) สําหรับเซตปด B ใดๆใน Y ไดวา 1f (B)  เปนเซตปดใน X  

 

บทพิสูจน 

(1 2) สมมติให f เปนฟงกชันตอเน่ือง  

ให y f(A)  ดังน้ันจะมี x A  ที่ซึ่ง f(x) y  

ให V เปนเซตเปดใดๆที่คลุม y f(x)  เนื่องจาก f เปนฟงกชันตอเน่ือง ดังน้ัน 1f (V)  เปนเซต

เปด และ 1x f (V)  และจาก  x A  เราจึงไดวา 1f (V) A    

เพราะฉะนั้น ให 1z f (V) A   จะไดวา f(z) V f(A)   นั่นคือ V f(A)    

ดังน้ัน y f(A)  

(2 3) สมมติ สําหรับเซตยอย A ใดๆของ X ไดวา f(A) f(A)  

ให B เปนเซตปดใดๆใน Y  ตองการแสดงวา 1 1f (B) f (B)   

ให 1x f (B)  ดังน้ัน  1 1f(x) f f (B) f(f (B)) B B      

เพราะฉะนั้น 1x f (B)  นั่นคือ 1 1f (B) f (B)   

(3 1) สมมติ สําหรับเซตปด B ใดๆใน Y ไดวา 1f (B)  เปนเซตปดใน X  

ให V เปนเซตเปดใดๆใน Y  ไดวา Y V เปนเซตปดใน Y 

โดยสมมติฐานจะไดวา 1 1 1 1f (Y V) f (Y) f (V) X f (V)         เปนเซตปดใน X 

เพราะฉะนั้น 1 1f (V) X (X f (V))     เปนเซตเปดใน X นั่นคือ f เปนฟงกชันตอเน่ือง   
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บทนิยาม 3.2 ให X Y(X, ),(Y, )  เปนปริภูมทิอพอโลยี และ f : X Y  เปนฟงกชัน  

เรากลาววา f เปนฟงกชันสมานสัณฐาน (homeomorphism)  ก็ตอเมื่อ  

1. f เปนฟงกชันตอเนื่องแบบ 1-1 ทั่วถึง และ 

2. 1f  เปนฟงกชันตอเนื่อง 

 

ขอสังเกต  จากตัวอยางที ่3.2 เราจะเห็นวาสมบัติขอ 1 ไมไดสงผลใหไดสมบัติขอ 2 ในนิยามขางตน 

 

บทนิยาม 3.3  ให X Y(X, ),(Y, )  เปนปริภูมิทอพอโลยี เราจะกลาววา ปริภูมิ X และ Y สมาน

สัณฐานกนั (X is homeomorphic to Y) ใหสัญลักษณแทนดวย X Y  ถามีเปนฟงกชันสมาน

สัณฐาน  f : X Y  

 

ขอสังเกต ความสัมพันธ   เปนความสัมพันธสมมูล (equivalene relation) บนกลุมของปริภูมทิอ

พอโลยีทั้งหมด (แบบฝกหัด) 

 

ตัวอยาง 3.3 

1. ให usual usualf : ( , ) ( , )     นิยามโดย f(x) 3x 1   

เราตรวจสอบไดไมยากวา f เปนฟงกชันสมานสณัฐาน โดยมี 1f  นิยามโดย 1 x 1f (x)
3

   

2. ให g : ( 1,1)    นิยามโดย 2
xg(x)

1 x



 

เราตรวจสอบไดไมยากเชนเดียวกันวา g เปนฟงกชันสมานสัณฐาน (ใหทําเปนแบบฝกหัด) 

 

3. กาํหนดให n n 1 2 2 2
1 2 n 1 1 2 n 1S {(x ,x ,..., x ) | x x x 1}

         

เรียก nS วาเปนทรงกลมมิติ n (sphere of dimension n) 

ให 1h : [0,1) S  นิยามโดย h(t) (cos 2 t, sin 2 t)    

 

 

 

 

 

 

 

 

x 

y 
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เราจะเห็นไดชัดวา h เปนฟงกชันตอเน่ืองแบบ 1-1 และ ท่ัวถึง 

พิจารณา 1U [0, )
4

  เปนเซตเปดใน [0,1)  แต 1h([0, ))
4

ไมใชเซตเปดใน 1S  

 

 

 

 

 

 

 

ดังนั้น 1h  จึงไมเปนฟงกชันตอเนื่อง 

 

ในการสรางฟงกชันตอเนื่องจากปริภูมิทอพอโลยีหนึ่งไปยังอีกทอพอโลยีหน่ึงไมใชเร่ืองงาย 

ทฤษฎีบทตอไปนี้แสดงใหเห็นวาโดยทั่วไปฟงกชันแบบใดบางที่เราสามารถสรุปไดวาเปนฟงกชัน

ตอเน่ือง 

 

ทฤษฎีบทท่ี 3.2 

(กฎการสรางฟงกชันตอเนื่อง : Rule for constructing continuous functions) 

ให X,Y,Z เปนปริภมูทิอพอโลยี 

1. ฟงกชันคงตัว (Constant function): ฟงกชันคงตัว f : X Y  นิยามโดย  0f(x) y   

เปนฟงกชันตอเนื่อง  เมื่อ 0y เปนจุดตรึง(fixed point) ใน Y 

2. ฟงกชันสงเขา (Inclusion): ให A X  และ i : A X  นิยามโดย i(x) x  

สําหรับทุก x A เปนฟงกชันตอเนื่อง 

3. ฟงกชันประกอบ (Compositition): ให f : X Y  และ g : Y Z  เปนฟงกชัน

ตอเน่ือง จะไดวาฟงกชันประกอบ g f  เปนฟงกชันตอเนื่อง 

4. การจํากัดโดเมน (Domain restriction) : ให f : X Y เปนฟงกชันตอเนื่อง และ 

A X แลวเราจะไดวาฟงกชันจํากัด |Af : A Y  นิยามโดย |Af (x) f(x)  สําหรับทุก 

x A เปนฟงกชันตอเนื่อง 

5. การจํากัดเรนจ (Range restriction): ให f : X Y เปนฟงกชันตอเนื่อง ถา Z Y ที่

ซึ่ง f(X) Z  แลวจะไดวา g : X Z  นิยามโดย g(x) f(x) สําหรับทุก x X เปน

ฟงกชันตอเนื่อง 

6. การขยายเรนจ (Range expansion) : ให f : X Y เปนฟงกชันตอเนื่อง ถา Y Z   

แลวจะไดวา g : X Z  นิยามโดย g(x) f(x) สาํหรับทุก x X เปนฟงกชันตอเนื่อง 

 

x 

y 
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7. การกอตัวของความตอเนื่องเฉพาะที่ (Local formulation of continuity) : ให 

f : X Y เปนฟงกชัน ถา 
I

X U


  โดยที่ I เปนเซตดัชนี และ U เปนเซตเปด

สําหรับทุกๆ I  สมมติให 
|Uf


เปนฟงกชันตอเนื่อง แลวจะไดวา f  เปนฟงกชันตอเนื่อง 

8. ความตอเน่ืองท่ีแตละจุด (Continuous at each point): สําหรับ x X และแตละเซต

เปด V Y  ที่ซึ่ง f(x) V  ถาเรามี เซตเปด U X  ที่ซึ่ง f(U) V  แลวเราจะไดวา 

f  เปนฟงกชันตอเนื่อง 

 

บทพิสูจน  

1. ให  V เปนเซตเปดใน Y  

ถา 0y V  แลวจะไดวา 1f (V)    ซึ่งเปนเซตเปดใน X 

ถา 0y V  แลวจะไดวา 1f (V) X   ซึ่งเปนเซตเปดใน X 

ดังน้ัน f  เปนฟงกชันตอเนื่อง 

 

2. ให  V เปนเซตเปดใน X จะไดวา  

 1i (V) V A    ซึ่งเปนเซตเปดใน A ตามนิยามของทอพอโลยียอย 

ดังน้ัน i เปนฟงกชันตอเนื่อง 

 

3. ให f : X Y  และ g : Y Z  เปนฟงกชันตอเน่ือง และให V เปนเซตเปดใน Z 

เนื่องจาก g เปนฟงกชันตอเนื่องจะไดวา 1g (V)  เปนเซตเปดใน Y 

และเน่ืองจาก f เปนฟงกชันตอเนื่องจะไดวา   1 1 1g f (V) f (g (V))
    เปนเซตเปด

ใน X    นั่นคือ g f  เปนฟงกชันตอเน่ือง 

 

4. สังเกตวา |A Af f i   โดยที่ Ai : A X เปนฟงกชันสงเขา โดยขอ 2- 3 เราไดวา |Af  

เปนฟงกชันตอเนื่อง 

 

5. ให  W เปนเซตเปดใน Z จะไดวา W V Z   โดยที่ V  เปนเซตเปดใน Y 

และไดวา 1 1 1g (W) g (V Z) f (V)      ซึ่งเปนเซตเปดใน X เพราะวา f เปน

ฟงกชันตอเน่ือง  ดังนั้น g เปนฟงกชันตอเนื่อง 

 

6. สังเกตวา Yg i f   โดยที่ Yi : Y Z เปนฟงกชันสงเขา โดยขอ 2- 3 เราไดวา g  เปน

ฟงกชันตอเน่ือง 
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7. ให V เปนเซตเปดใน Y จะไดวา  1 1
|U

I

f (V) f (V)


 



  

เนื่องจาก 
|Uf


เปนฟงกชันตอเนื่อง ดังนั้นไดวา 1

|Uf (V)


  เปนเซตเปดใน U  สําหรบัทุก 

I    และจาก U  เปนเซตเปดใน X ดังนั้น 1
|Uf (V)


  เปนเซตเปดใน X ดวย 

เพราะฉะนั้น 1 1
|U

I

f (V) f (V)


 



  เปนเซตเปดใน X นั่นคือ f เปนฟงกชันตอเน่ือง 

 

8. ให V เปนเซตเปดใน Y และให 1x f (V)  ดังน้ัน f(x) V   

โดยสมมติฐาน ไดวา จะมีเซตเปด U ใน X ท่ีซึ่ง x U และ f(U) V   ดังน้ัน  
1 1x U f (f(U)) f (V)     

เพราะฉะนั้น 1f (V)  เปนเซตเปดใน X        

 

 

บทตั้งที่ 3.3 (บทตั้งของการแปะ : The pasting lemma) 

ให X A B   โดยที่ A และ B เปนเซตปดใน X  ให f : A Y  และ g : B Y เปน

ฟงกชันตอเน่ืองที่ซึ่ง f(x) g(x)  สําหรับทุก x A B   นิยามฟงกชัน h: X Y  โดย 

f(x) , x A
h(x)

g(x) , x B

   
 

แลว h เปนฟงกชันตอเน่ือง 

 

บทพิสูจน  

ให C เปนเซตปดใดๆใน Y  แลวเราไดวา 1 1 1h (C) f (C) g (C)     

เนื่องจาก f และ g เปนฟงกชันตอเน่ือง ดังนั้น 1f (C)  และ 1g (C)  เปนเซตปดใน A และ B 

ตามลําดับ 

และเน่ืองจาก A และ B เปนเซตปดใน X ดังนั้น 1f (C)  และ 1g (C)  เปนเซตปดใน X ดวย 

เพราะฉะนั้น 1 1 1h (C) f (C) g (C)     เปนเซตปดใน X นั่นคือ h เปนฟงกชันตอเนื่อง   
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ตัวอยาง 3.4  กําหนดฟงกชันh,k, l  :  นยิามดังตอไปนี้  

 

 

x , x 0
h(x) x , x 02

   
 

 

 

 

 

 

x 2 , x 0
k(x)

x 2 , x 0

     
 

 

 

 

 

 

 

l
x 2 , x 0

(x)
x 2 , x 0

     
 

 

 

 

จากตัวอยางของฟงกชันขางตนจะเห็นวา ฟงกชัน h เปนฟงกชันตอเนื่อง เนื่องจากสอดคลอง

ตามทฤษฎีบทขางตนทุกประการ สวนฟงกชัน k  ไมใชฟงกชันตอเนื่อง เนื่อง จาก x 2 x 2    ที่ 

x 0  ดังน้ันทฤษฎีบทจึงไมไดการันตีความตอเนื่อง  

ในทํานองเดียวกนั ฟงกชัน l ไมใชฟงกชันตอเนื่องจาก A {x | x 0} ( , 0)     

ไมใชเซตปด ใน  ดังนั้นทฤษฎีบทจึงไมไดการันตีความตอเน่ือง 

 

 

 

 

x 

y 

x 

y 

x 

y 
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ทฤษฎีบทที่ 3.4  ให f : A X Y   นิยามโดย  1 2f(a) (f (a), f (a))  สําหรบัทุก a A   

เราจะไดวา f เปนฟงกชันตอเน่ือง ก็ตอเม่ือ  1f : A X  และ  2f : A Y  เปนฟงกชันตอเนื่อง 

 

บทพิสูจน  

( )  สมมติให f เปนฟงกชันตอเนื่อง ให 1 : X Y X    และ 2 : X Y Y    นิยามโดย 

1(x,y) x   และ  2(x,y) y   สําหรบัทุก x X  , y Y  

สังเกตวา สําหรับเซตเปด U X  และ V Y  เราไดวา 1
1 (U) U Y    และ  

1
2 (V) X V    ซึ่งเปนเซตเปดใน X Y  ดังน้ัน 1 และ 2  จึงเปนฟงกชันตอเนื่อง  และได

อีกวา 1 1f (a) (f(a))   และ  2 2f (a) (f(a))   ทุก a A   

เพราะฉะนั้นโดยทฤษฎีบทที่ 3.2 จึงไดวา  1f : A X  และ  2f : A Y  เปนฟงกชันตอเนื่อง  

( )  สมมติให   1f : A X  และ  2f : A Y  เปนฟงกชันตอเนื่อง 

ให    U V X Y    เปนสมาชิกของฐานหลักสําหรบัทอพอโลยีผลคณูบน X Y   

จะไดวา U และ V เปนเซตเปดใน X และ Y ตามลําดับ  ดังนั้น  1
1f (U)  และ  1

2f (V)  เปนเซต

เปดใน A    แตเน่ืองจาก  1 1 1
1 2f (U V) f (U) f (V)      เพราะฉะนั้น  1f (U V)   จึงเปน

เซตเปดใน A    นั่นคือ  f เปนฟงกชันตอเนื่องนั่นเอง       

 

ความตอเน่ืองระหวางปริภูมิอิงระยะทาง (continuity between metric spaces) 

เนื่องจากเราสามารถพิจารณาปริภูมิอิงระยะทางใหเปนปริภูมิทอพอโลยีตามที่เคยกลาวไว

แลวในหัวขอกอนหนา ในหัวขอน้ีจะทําการศึกษาความตอเน่ืองระหวางปริภูมิอิงระยะทาง โดยกอน

อ่ืนจะขอนิยามความตอเนื่องรายจุดกอนดังนิยามตอไปนี้     

 

บทนิยาม 3.3  ให X(X,d )  และ Y(Y,d )  เปนปริภูมิอิงระยะทาง และ f : X Y  เปนฟงกชัน 

ใดๆ  เราจะกลาววา  f  เปนฟงกชันตอเน่ือง (continuous function) ที่ 0x X  ก็ตอเมื่อ ทุกๆ 

0  จะมี 0   โดยที่สําหรับ x X  ที่ซึ่ง  

X 0d (x,x )   เราจะไดวา  Y 0d (f(x), f(x ))   

X 0 Y 0[ 0 0 x X,d (x, x ) d (f(x), f(x )) ]            

และเราจะกลาววา  f  เปนฟงกชันตอเน่ือง ก็ตอเมื่อ  f  เปนฟงกชันตอเนื่องที่ทุกๆจุดใน X  

 

 

ทฤษฎีบทถัดไปจะแสดงใหเห็นถึงความสมมูลระหวางบทนิยาม 3.3 และบทนิยาม 3.1 ดังจะ

กลาวตอไปนี้ 
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ทฤษฎีบทที่ 3.5 ให X(X,d )  และ Y(Y,d )  เปนปริภูมิอิงระยะทาง และ f : X Y  เปน

ฟงกชัน  

ขอความตอไปนี้สมมูลกัน 

1. f  เปนฟงกชันตอเนื่อง (บทนิยาม 3.3) 

2. สําหรับ x X  และสําหรับลําดับ n(x )  ที่ลูเขาสู x  เราจะไดวา ลําดับ n(f(x )) จะลูเขา

สู f(x)  

3. 1f (V)  เปนเซตเปดใน X  สําหรับทุกๆเซตเปด V  ใน Y  (บทนยิาม 3.1) 

 

บทพิสูจน  เราจะทําการพิสูจนวา 1 2  และ 1 3   

 1 2     สมมติให  f  เปนฟงกชันตอเน่ือง  ให x X  และลําดับ  n(x )  ที่ซึ่ง nn
lim x x


  

สมมติวาลําดับ n(f(x )) ไมลูเขาสู f(x)  

ดังน้ันจะมี 0  ที่ซึ่งสําหรับทุกๆ n เรามีวา nd(f(x ),(x))    

ให  0   เนื่องจาก nn
lim x x


  ดังนั้นจะมี N  ที่ซึ่งสําหรับ n N เราจะไดวา  

nd(x , x)   

นั่นคือ จะม ี 0  ที่ซึ่งสําหรับทุกๆ 0   ซึ่ง nd(x ,x)   แต  nd(f(x ),(x))   

ดังน้ัน f ไมตอเน่ืองที่ x  ซึ่งขัดแยงกับสมมติฐาน 

เพราะฉะนั้น  ลําดับ n(f(x )) ลูเขาสู f(x)  

 2 1   สมมติสําหรับ x X  และสําหรับลําดบั n(x )  ท่ีลูเขาสู x  เราจะไดวา ลําดับ n(f(x )) 

จะลูเขาสู f(x)  

สมมติใหมี 0x X  ที่ซึ่ง f ไมตอเนื่องที่ 0x  

 นั่นคือ จะมี 0  ท่ีซึ่งสําหรับทุกๆ 0   ซึ่ง 0d(x, x )   แต  0d(f(x),(x ))   

สําหรับแตละ n N  จะไดวา 1 0
n
  โดยขอสมมติฐานเราจะไดวามี nx X   ที่ซึ่ง  

n 0
1d(x , x )
n

  แต  n 0d(f(x ),(x ))   

นั่นคือ เราไดสรางลําดับ n(x )  ซึ่งลูเขาสู x  เม่ือ n   แตลําดับ n(f(x )) ไมลูเขาสู  f(x) 

ซึ่งขัดแยงกับขอสมมติฐาน  

เพราะฉะนั้น f เปนฟงกชันตอเนื่อง 

 1 3  สมมติให  f  เปนฟงกชันตอเน่ือง  

ให V เปนเซตเปดใน Y  เราตองการแสดงวา  1f (V)  เปนเซตเปดใน X   

ให 1x f (V)  ดังน้ัน f(x) V   เน่ืองจาก V เปนเซตเปด ดังน้ัน จะม ี 0  ที่ซึ่ง  

B(f(x); ) V   

เนื่องจาก f เปนฟงกชันตอเนื่อง ดังนั้นจะมี 0   ที่ซึ่งสําหรับ y X  ที่ซึ่ง  
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d(y, x)   เราจะไดวา  d(f(y), f(x))   

หรอื ถา y B(x; )    แลว f(y) B(f(x); )   นั่นคือ  f(B(x; )) B(f(x); )    

ดังน้ัน   1 1B(x; ) f B(f(x); ) f (V)      

เพราะฉะนั้น  1f (V)  เปนเซตเปด 

 3 1   สมมติ 1f (V)  เปนเซตเปดใน X  สําหรับทุกๆเซตเปด V  ใน Y  

ให x X  และ 0  ดังนั้น B(f(x); )  เปนเซตเปดใน Y  

โดยสมมติฐานจะไดวา   1f B(f(x); )   เปนเซตเปดใน X  

เนื่องจาก  1x f B(f(x); )   และ    1f B(f(x); )   เปนเซตเปด ดังนั้นจะมี 0   ที่ซึ่ง  

 1B(x; ) f B(f(x); )    หรือ  f B(x; ) B(f(x); )    

นั่นคือสําหรับ y X  ท่ีซึ่ง  

ถา y B(x; )    แลวไดวา  f(y) B(f(x); )   

หรอื   ถา d(y, x)   เราจะไดวา  d(f(y), f(x))   

นั่นคือ  f  เปนฟงกชันตอเน่ือง           

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



48 | ท อ พ อ โ ล ยี เ บ้ื อ ง ต น  

 

แบบฝกหัดประจําบทที่ 3 

 
 1.  สมมติให f : X Y  เปนฟงกชันตอเน่ือง ถา x  เปนจุดลมิิตของ A X  แลว จําเปน 

หรอืไมที่ f(x) ตองเปนจุดลิมิตของ f(A) Y  จงอธิบายเหตุผล 

 

2. ให   และ   เปนทอพอโลยีบนเซต X  และให id : (X, ) (X, )    แทนการสง 

เอกลักษณบน X  จงแสดงวา 

 2.1 id เปนฟงกชันตอเน่ือง        

 2.2 id เปนฟงกชันสมานสัณฐาน        

 

3. จงยกตัวอยางฟงกชัน usual usualf : ( , ) ( , )     ที่มีความตอเน่ืองแคเพียงจุดเดียว 

 

4.  ให 0x X  และ 0y Y  จงแสดงวาฟงกชัน f : X X Y   และ g : Y X Y   

นิยามโดย   

0f(x) (x,y )  และ 0g(y) (x , y)  

สําหรับทุก x X  และ y Y  เปนฟงกชันแบบฝงใน (imbedding function) นั่นคือ f  

และ g เปนฟงกชันตอเน่ืองแบบ 1-1 โดยที่ 1f  และ 1g เปนฟงกชันตอเน่ืองดวย 

 

5.  ให f : A B  และ g : C D  เปนฟงกชันตอเนื่อง นิยามฟงกชัน 

f g : A C B D     โดย   

 f g(a,c) f(a), g(c)   

จงแสดงวา  f g  เปนฟงกชันตอเนื่อง 

 

6. ให  F: X Y Z   เราจะกลาววา F เปนฟงกชันตอเนื่องบนแตละตัวแปรแยกกัน 

(continuous in each variable separately) ถา 

(i) แตละ 0y Y  ฟงกชัน h : X Z   นิยามโดย   

0h(x) F(x, y )   เปนฟงกชันตอเนื่อง   และ  

(ii) แตละ 0x X  ฟงกชัน k : Y Z    นิยามโดย  

0k(y) F(x , y)    เปนฟงกชันตอเน่ือง   

จงแสดงวา ถา F เปนฟงกชันตอเนื่อง  แลว F เปนฟงกชันตอเนื่องบนแตละตัวแปรแยกกัน   
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บทที่ 4 ความเช่ือมโยงและความกระชับ  
(Connectedness and compactness) 

ในวิชาแคลคูลัสมีทฤษฎีบทท่ีสําคัญอยู 2 ทฤษฎีบทดังตอไปนี้ 

 ทฤษฎีบทคากลาง (Intermediate Value Theorem) 

ถา f : [a, b]   เปนฟงกชันตอเนื่องแลว ทุกๆ  r f(a), f(b)  จะมี c [a, b]  ท่ีซึ่ง 

f(c) r  

 ทฤษฎีบทคาสุดขีด (Extreme Value Theorem) 

ถา f : [a, b]   เปนฟงกชันตอเนื่องแลว จะมี c, d [a, b]  ท่ีซึ่ง f(x) f(c)  และ 

f(x) f(d)  สําหรับทุกๆ x [a,b]  

เราจะเห็นวาทฤษฎีบทดังกลาวเปนจริงเม่ือ f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีนิยามบน [a,b] ซึ่งสมบัติท่ี

สําคัญของชวงปด [a,b]  ก็คือ ความเชื่อมโยง และ ความกระชับ  

 ในบทนี้เราจะทําการนิยามและศึกษาสมบัติทั้งสองบนปริภูมิทอพอโลยีที่กําหนดดังจะกลาว

ตอไปน้ี 

 

1. ความเชื่อมโยง (connectedness) 

 แนวคิดเรื่องความเชื่อมโยงเกิดจากการท่ีเราพยายามจะพิจารณาวาปริภูมิทอพอโลยีที่

กําหนดใหมีเพียงสวนเดียวหรือมากกวาหนึ่งสวน ซึ่งแนวคิดของนิยามเร่ืองความเชื่อมโยงไดมาจาก

รูปภาพดังตอไปนี้ 

 

 

 

 

 

         X เปนเซตเชื่อมโยง    X ไมเปนเซตเชื่อมโยง 

 

บทนิยาม 4.1  ความแบงแยก (separation) ของปริภูมิทอพอโลยี (X, )  คือคูของเซตยอย U และ 

V ของ X ที่มีสมบัติดังนี้ 

1. U และ V เปนเซตเปด และ ไมวาง 

2. U V  

3. U V X   
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บทนิยาม 4.2  เราจะกลาววาปริภูมทิอพอโลยี (X, )  เปนปริภูมิไมเชื่อมโยง (disconnected 

space) ก็ตอเมื่อ เราสามารถหาความแบงแยกของ X ได 

 และเราจะกลาววา X เปนปริภูมิเชื่อมโยง(connected space)  ก็ตอเมื่อ เราไมสามารถหา

ความแบงแยกไดบน X 

 

ขอสังเกต  ถา U และ V เปนความแบงแยกบน X แลวจะไดวา U และ V เปนทั้งเซตเปดและปดใน 

X 

 

ทฤษฎีบทที่ 4.1 ปริภูมทิอพอโลยี X จะเปนปริภูมิเชื่อมโยง ก็ตอเมื่อ   และ X เปนเพียงสองเซต

ยอยที่เปนทั้งเซตเปดและเซตปด 

 

บทพิสูจน 

( )  สมมติให X เปนปริภูมิเชื่อมโยง และสมมติให U เปนเซตยอยของ X ซึ่ง U ,X  และ U 

เปนท้ังเซตเปดและปด ให V X U   จะไดวา V, V เปนเซตเปด ซึ่ง U V  และ 

U V X   ดังนั้น  U และ V เปนการแบงแยกบน X  

ซึ่งขัดแยงกับการที่ X เปนปริภูมิที่เชื่อมโยง   

เพราะฉะนั้น   และ X เปนเพียงสองเซตยอยที่เปนเซตเปดและปด 

( )  สมมติให   และ X เปนเพียงสองเซตยอยที่เปนเซตเปดและปด 

สมมติให X เปนเซตที่ไมเชื่อมโยงที่มีความแบงแยกเปน U และ V 

 ดังน้ัน จากขอสังเกตไดวา U และ V เปนทั้งเซตเปดและปด โดยสมมติฐานจะไดวา  

U X  หรอื U 

ถา U X  แลวจะไดวา V X X   เกิดขอขัดแยง 

ถา U แลวจะไดวา เปนไปไมไดเพราะวา U และ V เปนการแบงแยกบน X 

เพราฉะนั้น X เปนปริภูมิเชื่อมโยง          

 

บทนิยาม 4.3  ให  U และ V เปนเซตยอยของปริภูมิทอพอโลยี X เราจะกลาววา คู (U,V) 

แบงแยกจากกัน (U and V are separated) ก็ตอเมื่อ  U V    และ U V    

 

ขอสังเกต  ถา คู (U,V) แบงแยกจากกัน แลวจะไดวา U V   

แตบทกลับไมจริงดังตัวอยางตอไปนี้ 
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ตัวอยาง 4.1  ใน usual( , )  ถาเราให U (0,1)  และ V [1,2]  แลวเราจะไดวา 

U V  แตวา U V {1}     ดังน้ัน U ไมแบงแยกจาก V 

 

ทฤษฎีบทท่ี 4.2  ให Y เปนปริภูมทิอพอโลยียอยของ X เราจะไดวา ความแบงแยก U และ V ใน 

Y คือคูของเซตยอยที่ไมวางซึ่งแบงแยกจากกนั และ U V Y   

 

พิสูจน  

( )  สมมติให U และ V เปนความแบงแยกใน Y นั่นคือ  

1.  U และ V เปนเซตไมวาง และ เปดใน Y 

2. U V  

3. U V Y   
ดังนั้นเพียงพอที่จะแสดงวา  U V    และ U V    

จากขอสังเกตขางตนเราจะไดวา U เปนทั้งเซตเปดและเซตปดใน Y ดังนั้น U U  เพราะฉะนั้น 

U V U V       และในทํานองเดียวกันก็จะไดวา U V    

( )  สมมติให U และ V เปนเซตยอยที่ไมวางของ Y ซ่ึงแบงแยกจากกัน และ U V Y   

ดังนั้นเราเพียงพอที่จะแสดงวา U และ V เปนเซตเปดใน Y  

เนื่องจาก U V     และ U V Y  แลวเราจะไดวา U U  

ในทํานองเดียวกันเราจะไดวา V V  

เพราะฉะนั้น  V Y U Y U     เปนเซตเปดใน Y  

และ U Y V Y V    เปนเซตเปดใน Y        

 

ตัวอยาง 4.2  

1. ให   X {1,2}    และ indis { ,X}    เปนทอพอโลยีแบบอวิยุตบน X เราจะได

วา indis(X, )  เปนปริภูมิเช่ือมโยง  แต usual(X, ) เปนปริภูมิไมเชื่อมโยง โดยที่ usual  

เปนทอพอโลยีเซตยอยที่ถูกถายทอดจากทอพอโลยีปกตบิน   เน่ืองจาก ถาให 

1U {1} (0, ) X
2

    และ 1V {2} ( ,1) X
2

    เปนเซตเปดใน X ที่เปนความ

แบงแยกบนเซต X  

 

2. ให Y [ 1, 0) (0,1]      ภายใตทอพอโลยีปกติบน   เราจะไดวา Y เปนเซตไม

เชื่อมโยง 

 

 
U V 

1 0 -1 -2 2 3 

Y 
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เนื่องจาก ถาให U [ 1, 0) ( 2, 0) Y      และ V (0,1] (0,2) Y    เปนเซต

เปดใน Y ที่เปนความแบงแยกบนเซต Y  

 

3. พิจารณา   เปนปริภูมทิอพอโลยียอยของ  ภายใตทอพอโลยีแบบปกติ เราจะไดวา   

เปนเซตไมเชื่อมโยง เพราะวาถาเราให U ( , 2)     และ V ( 2, ))    

แลว U และ V เปนเซตเปดใน   ซึ่งเปนความแบงแยกบนเซต   

 

ทฤษฎีบทที่ 4.3  ให U  และ V เปนการแบงแยกบนปริภูมิทอพอโลยี X และ Y เปนเซตยอยที่

เชื่อมโยงใน X แลวเราจะไดวา Y U  หรือ Y V  อยางใดอยางหนึ่ง 

  

บทพิสูจน  ให A U Y   และ B V Y   แลวเราเห็นไดชัดวา  

1. A และ B เปนเซตเปดใน Y  

2. A B (U Y) (V Y) (U V) Y Y              

3. A B (U Y) (V Y) (U V) Y X Y Y            

ดังน้ัน A และ B เปนการแบงแยกบน Y ซึ่งขัดแยงกับการที่ Y เปนเซตเชื่อมโยง 

เพราะฉะนั้น จึงไดวา A หรือ B เปนเซตวางอยางใดอยางหนึ่ง  

นั่นคือ Y U  หรือ Y V  อยางใดอยางหนึ่ง       

 

ทฤษฎีบทที่ 4.4 ยูเนียนใดๆของเซตเชื่อมโยงท่ีมีจุดรวมจะเปนเซตเชื่อมโยงดวย 

 

บทพิสูจน ให {U | I}    เปนกลุมของเซตเชื่อมโยง โดยที่ I เปนเซตดัชนีใดๆ 

และให 0x  เปนจุดรวมของกลุมขางตน นั่นคือ 0x U ทุกๆ I   

สมมติให 
I

U

  เปนเซตไมเชื่อมโยง โดยที่มีการแบงแยกเปน A และ B  

โดยไมเสียนัยทั่วไป สมมติให 0x A  โดยทฤษฎีบทที่ 4.3 เราจะไดวา U A  ทุกๆ I   

ดังน้ัน เราจะไดวา 
I

U A


  ซึ่งสงผลให B เกิดขอขัดแยง 

เพราะฉะนั้น  
I

U

  เปนเซตเชื่อมโยง         

 

ทฤษฎีบทที่ 4.5  ให A เปนเซตยอยที่เชื่อมโยงของปริภูมิทอพอโลยี X และ A B A   โดยที่ 

B เปนเซตยอยใดๆของ X แลวเราจะไดวา  B เปนเซตเชื่อมโยง 
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บทพิสูจน  สมมติให B เปนซตไมเชื่อมโยงโดยมีการแบงแยกเปน C และ D  

โดยทฤษฎีบทท่ี 4.3 เราจะไดวา A C  หรือ A D อยางใดอยางหนึ่ง 

โดยไมเสียนัยทั่วไป สมมติให A C  ดังน้ัน A C  

เพราะฉะนั้น ไดวา  B A C C     ดังนั้นเราจะไดวา D 

ซึ่งขัดแยงกับการที่ C และ D เปนการแบงแยกบน B  

ดังน้ัน B เปนเซตเชื่อมโยง          

 

ทฤษฎีบทที่ 4.6 ให f : X Y  เปนฟงกชันตอเนื่อง โดยที่ X เปนปริภูมิเชื่อมโยง แลวเราจะไดวา 

ภาพ f(X) เปนเซตเช่ือมโยงดวย 

 

บทพิสูจน  สมมติให f(X) เปนเซตไมเชื่อมโยงโดยมีการแบงแยกเปน U และ V  

นั่นคือ  1. U และ V เปนเซตเปด ที่ไมวาง 

 2. U V  

 3. U V f(X)   

ให 1A f (U)  และ 1B f (V)  โดยเง่ือนไข 1. และจากการที่ f เปนฟงกชันตอเนื่องเราจะได

วา A และ B เปนเซตเปดท่ีไมวาง 

จากเงื่อนไขที่ 2-3 เราจะไดวา A B  และ A B X    

ดังน้ัน A และ B เปนการแบงแยกบน X ซึ่งขัดแยงกับการที่ X เปนเซตเชื่อมโยง 

เพราะฉะนั้น f(X)  เปนเซตเชื่อมโยง         

 

ทฤษฎีบทที่ 4.7  ทฤษฎีบทคากลาง (Intermediate Value Theorem) 

ถา f : [a, b]   เปนฟงกชันตอเนื่องแลว ถา  r f(a), f(b)  แลวจะมี c [a, b]  ที่

ซึ่ง f(c) r  

 

บทพิสูจน  ให f : [a,b]   เปนฟงกชันตอเนื่อง  

โดยไมเสียนัยทั่วไปสมมติให f(a) f(b)  ให  r f(a), f(b)  

สมมติวาไมมี c [a, b]  ที่ซึ่ง f(c) r  

ให  A f([a, b]) ( , r)    และ  B f([a, b]) (r, )    สังเกตวา A และ B ไมใชเซตวาง

เพราะวา ทั้งสองเซตมี f(a) และ f(b)เปนสมาชิกอยูเซตละตัว  

นอกจากนั้นเราจะไดอีกวา A B  และ A B f([a, b])   นั่นคือ A และ B เปนการ

แบงแยกบน f([a,b])  ซึ่งขัดแยงกับการท่ี f([a,b])  เปนเซตเชื่อมโยง 

เพราะฉะนั้น   จะมี c [a, b]  ที่ซึ่ง f(c) r         
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ทฤษฎีบทท่ี 4.8  ให  X  และ Y เปนปริภูมิเชื่อมโยง แลวเราจะไดวา X Y  เปนเซตเชื่อมโยง

ภายใตทอพอโลยีผลคูณ 

 

บทพิสูจน   ให X  และ Y เปนปริภูมิเชื่อมโยง  ให 0 0(x , y ) X Y    

เห็นไดชดัวา ปริภูมิ 0X {y }  และปริภูมิ  0{x } Y  สมานสัณฐาน กับ X และ Y ตามลําดับ 

ดังนั้นจึงเปนเซตเชื่อมโยงดวย  

 

 

 

 

 

 

 

 

ดังนั้น สําหรับทุก x X   เซต  x 0T (X {y }) ({x} Y)      

เปนเซตเชื่อมโยง เพราะวามี  0(x, y ) เปนจุดรวม 

และสังเกตวา  xx X
X Y T


    ซี่งมี 0 0(x , y ) เปนจุดรวมจึงเปนเซตท่ีเชื่อมโยงดวย    

 

 

2. ความเช่ือมโยงเชิงวิถี (path connected) 

 

บทนิยาม 4.4  ให X เปนปริภมูิทอพอโลยี และ x, y X   

วิถีจาก x ไปยัง y (path from x to y) คือ ฟงกชันตอเนื่อง p : [0,1] X  ซ่ึงมีสมบัติวา 

p(0) x  และ p(1) y  

 

บทนิยาม 4.5 เราจะกลาววาปริภูมทิอพอโลยี X เปนปริภมูเิชื่อมโยงเชิงวิถี (path connected) ก็

ตอเม่ือ ทุกๆ x, y X  เราสามารถหาวิถีใน X ที่เชื่อมโยง x และ y ได 
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ทฤษฎีบทที่ 4.9  ปริภูมเิชื่อมโยงเชิงวิถีเปนปริภูมิเชื่อมโยง 

 

บทพิสูจน ให X เปนปริภูมิเชื่อมโยงเชิงวิถี สมมติให X  เปนปริภูมิไมเชื่อมโยงโดยมีการแบงแยก

เปน U และ V 

เนื่องจาก U และ V เปนเซตไมวาง ดงันั้นให x U  และ y V ดังนั้นเราจะสามารถหาวิถี 

p : [0,1] X U V    ที่ซึ่ง p(0) x  และ p(1) y  

เนื่องจาก p เปนฟงกชันตอเน่ือง และ [0,1] เปนเซตเชื่อมโยงดังนั้น p[0,1]  เปนเซตเชื่อมโยงดวย 

จาก p(0) x U   โดยทฤษฎีบทท่ี 4.3 เราจะไดวา p[0,1] U   

เพราะฉะนั้น p(1) y U   ซึ่งขัดแยงกับการที่ U V  

ดังน้ัน X  เปนปริภูมิเชื่อมโยง          

 

ตัวอยาง 4.3  

1. ให  n n 2 2 2
1 2 n 1 2 nB {(x ,x ,..., x ) | x x x 1}        และ 

n n 2 2 2
1 2 n 1 2 nD {(x ,x ,..., x ) | x x x 1}        

เรยีก nB วาเปนบอลเปดมิติ n ใน n  และ nD วาเปนจานเปดมิติ n ใน n   

 

 

 

 

 

  2B      2D  
 

 

 

 

  

  3B      3D  
 

เราเห็นไดชัดวา nB และ nD เปนเซตเชื่อมโยงเชิงวิถี ดังนั้นเปนเซตเชื่อมโยงดวย 
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2. เซต 2 {(0,0)}  (puncture plane) เปนเซตเช่ือมโยงเชิงวิถี ดังนั้นเปนเซตเชื่อมโยง

ดวย 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. ให 21S {(x, sin ) | 0 x 1}
x

     

นิยามให S S ({0} [ 1,1])     เรียกวา เสนโคงไซนของนักทอพอยี (Topologist’s sine 

curve) 

 

 

 

 

 

 

 

สังเกตวา 21S {(x, sin ) | 0 x 1}
x

    คือ ภาพของเซตเชื่อมโยง (0,1]   กลาวคือ 

S f((0,1]) โดยที่  1f(x) sin
x

  เปนการสงท่ีตอเน่ือง  ดังนั้น S จึงเปนเซตเชื่อมโยง  

เพราะฉะนั้น S  จึงเปนเซตเชื่อมโยงดวย  

ตอไปจะพิสูจนวา S ไมใชปริภูมิเชื่อมโยงเชิงวิถี  

สมมติให S เปนปริภูมิเชื่อมโยงเชิงวิถี ดังนั้นจะมีวิถีตอเนื่อง f  ที่ซึ่ง f(t) (a(t), b(t))  โดยที่ 

a, b : (0,1]   ซึ่ง f(0) (0, 0)  และ 1f(1) ( ,1)


 โดยที่ f(t) S  ทุกๆ t [0,1]  

โดยทฤษฎีบทคากลางจะไดวา มี 10 t 1   ที่ซึ่ง 1
2a(t )
3




 

ในทํานองเดียวกันจะมี 2 10 t t   ที่ซึ่ง 2
2a(t )
5
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ประยุกตทฤษฎีบทคากลางตอไปเร่ือยๆเราจะไดวา  มีลําดับลด n(t )  ที่ซึ่ง n
2a(t )

(2n 1)


 
 

ทุกๆคา n   และ สังเกตวา  n
nb(t ) ( 1)   

เนื่องจากลําดับ n(t ) เปนลําดับลดท่ีมีคาขอบเขตลาง ดังนั้นลําดับ n(t ) จึงลูเขา 

และเนื่องจากวา f  เปนวิถีตอเนื่อง จึงทําใหไดวา ลําดับ  

n
n n n

2f(t ) (a(t ), b(t )) ,( 1)
(2n 1)
         

     ลูเขาดวย 

แตจะเห็นไดวา ลําดับ  nb(t )  ไมไดลูเขาจึงทําใหเกิดขอขัดแยง 

เพราะฉะนั้น S ไมใชปริภูมิเชื่อมโยงเชิงวิถี  

 

 

บทนิยาม 4.6  เราจะกลาววาปริภูมทิอพอโลยี X เปนปริภูมเิชื่อมโยงเฉพาะที่ (locally 

connected) กต็อเมื่อ ทกุๆ x X  และสาํหรับทุกเซตเปด U ที่คลุม x จะมีเซตเชื่อมโยงเปด V ที่

ซ่ึง x V U   

 และ เราจะกลาววาปริภูมิทอพอโลยี X เปนปริภูมิเชื่อมโยงเชงิวิถีเฉพาะท่ี (locally path 

connected) กต็อเมื่อ ทกุๆ x X  และสาํหรับทุกเซตเปด U ที่คลุม x จะมีเซตเชื่อมโยงเชิงวิถี

เปด V ท่ีซึ่ง x V U   

 

ขอสังเกต        1. ปริภูมิเชื่อมโยงเปนปริภูมิเชื่อมโยงเฉพาะที่ 

2. ปริภูมิเชื่อมโยงเชิงวิถีเปนปริภูมิเชื่อมโยงเชิงวิถีเฉพาะที่ 

 

ตัวอยาง 4.4   

1. ให Y [ 1, 0) (0,1]      ภายใตทอพอโลยีปกติบน   จากตัวอยาง 4.2 เราจะ

ไดวา Y เปนไมเชื่อมโยงแต Y เปนเซตเชื่อมโยงเฉพาะที่  

 

 

 

 

 

 2. เซตของจํานวนตรรกยะ  ไมเปนทั้งปริภูมิเชื่อมโยงและปริภูมิเชื่อมโยงเฉพาะที่ 

 

 

 

1 0 -1 -2 2 3 

Y 
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บทนิยาม 4.7  ให X เปนปริภูมทิอพอโลยี  และ ให x, y X เราจะกลาววา  

 x เช่ือมโยงกับ y เขียนแทนดวย connx y  ก็ตอเมื่อ มีเซตยอยที่เชื่อมโยง  A ของ X ที่

ซึ่ง x, y A   

 x เช่ือมโยงเชิงวิถีกับ y เขียนแทนดวย pconnx y  ก็ตอเมื่อ มีวิถีที่ตอเนื่อง  

: [0,1] X   ท่ีซึ่ง (0) x   และ (1) y   

 

ขอสังเกต ( ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด ) 

1.  conn  และ pconn  เปนความสัมพันธเทียบเทาบนเซต X  

2.   แตละชั้นเทียบเทา conn
conn

X[x]   เรยีกวา องคประกอบเชื่อมโยง(connected 

component) และไดวา conn[x]  คือเซตเชื่อมโยงที่ใหญที่สุดใน X ซึ่งคลุมจุด x 

และเรยีก ชั้นเทียบเทา pconn
pconn

X[x]  
วา องคประกอบเช่ือมโยงเชิงวิถี (path-

connected component) และไดวา pconn[x]  คือเซตเชื่อมโยงเชิงวิถีที่ใหญท่ีสุดใน X ซึ่ง

คลุมจุด x 

 

ตัวอยาง 4.5  

1.  เซตของจํานวนตรรกยะ  ใน   เราไดวา แตละองคประกอบเชื่อมโยงและ 

องคประกอบเชื่อมโยงเชิงวิถี ประกอบดวยจุดแคจุดเดียว (singleton set) 

 

2.  เสนโคงไซนของนักทอพอยี (Topologist’s sine curve) S S ({0} [ 1,1])     

จากตัวอยางที่ 4.3  มีองคประกอบเชื่อมโยงเพียงหนึ่งเดียวคือ S   แตจะมี 2 องคประกอบ

เชื่อมโยงเชิงวิถีคือ S และ {0} [ 1,1]    

 

 

ทฤษฎีบทที่ 4.10  ปริภูมทิอพอโลยี X จะเปนปริภูมิเชื่อมโยงเฉพาะท่ี ก็ตอเม่ือ ทุกๆเซตเปด U ใน 

X ไดวาทุกๆองคประกอบเชื่อมโยงใน U เปนเซตเปดใน X 

 

บทพิสูจน  สมมติให X เปนปริภูมิเชื่อมโยงเฉพาะที่ และให  U เปนเซตเปดใน X และให C เปน

องคประกอบเชื่อมโยง ใน U  ให  x C  ดังน้ันจะมี เซตเปดที่เชื่อมโยง V ที่ซึ่ง x V U    

เนื่องจาก C เปนเซตเชื่อมโยงท่ีใหญที่สุดที่คลุม x ดังนั้น V C  นั่นคือเราไดแสดงแลววา C เปน

เซตเปด 
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 ในทางกลับกัน ให  x X   และให  U เปนเซตเปดที่คลุม x  ให C เปนองคประกอบของ 

U ท่ีคลุม x โดยสมมติฐานจะไดวา C เปนเซตเปด ที่ซึ่ง x C U   เนื่องจาก C เปนเซตเชื่อมโยง 

ดังน้ัน  X จึงเปนปริภูมิเชื่อมโยงเฉพาะที่         

 

ทฤษฎีบทที่ 4.11 ปริภูมทิอพอโลยี X จะเปนปริภูมิเชื่อมโยงเชิงวิถีเฉพาะท่ี ก็ตอเม่ือ ทุกๆเซตเปด U 

ใน X ไดวาทุกๆองคประกอบเชื่อมโยงเชิงวิถีใน U เปนเซตเปดใน X 

 

บทพิสูจน  ในทํานองเดียวกับทฤษฎีบทที่ 4.10        

 

 

ทฤษฎีบทที่ 4.12 ปริภูมทิอพอโลยี X ที่เชื่อมโยงและเชื่อมโยงเชิงวิถีเฉพาะที่ เปนปริภูมิเชื่อมโยงเชิง

วิถี 

 

บทพิสูจน   สมมิตให X เปนปริภูมิที่เชื่อมโยงและเชื่อมโยงเชิงวิถีเฉพาะที่ ให  x X  ให  P เปน

องคประกอบเชิงวิถีที่คลุม x ไดวา P X  และ P เปนเซตเชื่อมโยงเชิงวิถี ดังนั้นจึงเปนเซต

เชื่อมโยงดวย 

สมมติวา P X  ดังนั้น ให Q เปนยูเนียนขององคประกอบองคประกอบเชื่อมโยงเชิงวิถี

สวนอ่ืนท่ีแตกตางจาก P ดังนั้นจะไดวา X P Q    และ P Q    โดย ทฤษฎีบทที่ 4.11เรา

ไดวา P และ Q เปนเซตเปดดังนั้น จึงไดวา X เปนเซตไมเชื่อมโยงซึ่งขัดแยงกับสมมติฐาน   

เพราะ ฉะนั้น  P X  นั่นคือ X เปนเซตเชื่อมโยงเชิงวิถี       

 

3. ความกระชับ (compactness) 

 

บทนิยาม 4.8  เราจะกลาววากลุมของเซตยอย C ของ X เปนเซตปก (cover) ของ X ก็ตอเมื่อ  

C   X  

และ ถาทุกสมาชิกในกลุม C  เปนเซตเปด เราจะกลาววา C  เปนเซตปกเปด (open cover) 

สําหรับ Y X  เซตปกเปดของ Y คือ กลุมของเซตเปดยอย 'C  ใน X ที่ซึ่ง  'C Y 

 

 

บทนิยาม 4.9 เราจะกลาววา K X เปนเซตกระชับ (compact set) ก็ตอเม่ือทุกๆเซตปกเปดของ 

K มีกลุมยอยจํานวนจํากัดท่ียังคงคลุมเซต K อยู  
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ตัวอยาง 4.6  

1.  usual( , )  ไมใชปริภูมิที่กระชับ เนื่องจาก เรามีวา  C {(n,n 2) | n }   

เปนเซตปกเปดของ   แตเราไมสามารถท่ีจะหากลุมยอยจํานวนจํากัดของ C   ที่ยังคงคลุม   

 

2.  ให X เปนเซตจํากัด แลวเราจะไดวา ทุกๆทอพอโลยีบน จะเปนเซตจํากัดดวย ดังนั้น X 

จึงเปนปริภูมิที่กระชับ 

 

3. ให X เปนเซตใด และให indis {X, }    เปนทอพอโลยีอวิยุตบน X เราจะไดวา 

indis(X, ) เปนปริภูมิที่กระชับ 

 

ทฤษฎีบทที่ 4.13  ทุกๆเซตปดยอยของปริภูมิกระชับเปนเซตกระชับ 

 

บทพิสูจน ให K เปนเซตปดยอยของปริภูมิที่กระชับ X และ ให I{U }  เปนเซตปกเปดของ K 

โดยที่ I เปนเซตดชันี 

ดังน้ันเราจะไดวา {U | I} {X K}      เปนเซตปกเปดของ X เนื่องจาก X เปนปริภูมิ

กระชับ ดังนั้นจะมีกลุมยอยจํานวนจํากัด 
i

{U , X K | i 1, 2, .., n}    ที่คลอบคลุม X นั่นคือ  

i

n

i 1

(X K) U X


         
  

เนื่องจาก K X และ K (X K)     ดังนั้นจะไดวา 
i

n

i 1

K U


  นั่นคือ K เปนเซต

กระชับ              

 

ทฤษฎีบทที่ 4.14  ภาพของเซตกระชับภายใตการสงแบบตอเนื่องเปนเซตกระชับ 

 

บทพิสูจน ให f : X Y  เปนการสงท่ีตอเนื่อง และ X เปนเซตกระชับ 

ตองการจะแสดงวา f(X) เปนเซตกระชับ  ให I{U }  เปนเซตปกเปดของ f(X) โดยที่ I เปนเซต

ดัชนี   เน่ืองจาก f เปนการสงแบบตอเนื่อง ดังนั้น 1f (U )
 เปนเซตเปดใน X ทุกๆ I   และได

อีกวา 1

I

X f (U )




  

เนื่องจาก X เปนปริภูมิกระชับ ดังนั้นจะมีกลุมยอยจํานวนจํากัด 
i

1{f (U ) | i 1,2,..,n}
   ที่คลุม 

X นั่นคือ 
i

n
1

i 1

X f (U )




  เพราะฉะนั้น   
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i i

n n
1

i 1 i 1

f(X) f f (U ) U
 

 

        
   

นั่นคือ f(X) เปนเซตกระชบั          

 

 ในการที่จะแสดงวาผลคูณคารทีเซียนระหวางเซตกระชับเปนเซตกระชับน้ันตองอาศัยบทต้ัง

ตอไปนี้ 

 

บทตั้งท่ี 4.15  (บทตั้งทอ : The tube lemma) 

 ให X และ Y เปนปริภูมิทอพอโลยี พิจารณา X Y  ภายใตทอพอโลยีผลคูณ สมมติให Y 

เปนปริภมูิกระชับ และให 0x X  ถา N เปนเซตเปดใน X Y  ที่ซึ่ง  0{x } Y N   แลวจะ

มีเซตเปด W ใน X ที่คลุม  0x ที่ซึ่ง 0{x } Y W Y N     เราเรียก W Y  วาเปนทอ

ของ 0{x } Y  

 

บทพิสูจน   เนื่องจาก N เปนเซตเปดใน X Y  ท่ีซึ่ง  0{x } Y N   ดังนั้นจะมี สมาชกิฐาน

หลักสําหรับทอพอโลยีผลคูณในรูป U V   โดยที่   0 I
{x } Y U V N 

     โดยที่ I 

เปนเซตดัชน ี  ดังนั้น I{U V }   เปนเซตปกเปดของ 0{x } Y  

เนื่องจาก 0{x } Y สมานสัณฐานกับ Y ที่เปนปริภูมิกระชับ ดังนั้นจะมี  1 2 n, ,..., I     ที่ซึ่ง  

  
i i

n

0 i 1
{x } Y U V 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ให  
i

n

i 1
W U

   ดังนั้น W เปนเซตเปดซึ่ง 0{x } Y W Y    

ตอไปจะแสดงวา  W Y N   

 

 

 

 

 

W 

N 
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ให (x, y) W Y   เนื่องจาก  
i i

n

0 0 i 1
(x ,y) {x } Y U V 

     ดังน้ันจะมี 

0 1 2 ni { , ,..., }     ที่ซึ่ง 
0 00 i i(x , y) U V   

เนื่องจาก 
0i

W U ดังน้ัน   
i i

n

i 1
(x,y) W Y U V N 

            

 

ทฤษฎีบทที่4.16 ผลคูณของปริภูมิกระชับเปนปริภูมิกระชับ 

 

บทพิสูจน  ให X และ Y เปนปริภูมิทอพอโลยีที่กระชับ ให A  เปนเซตปกเปดของ  X Y  

ให  x X   เนื่องจาก {x} Y Y   เปนเซตยอยที่กระชับของ X Y ดังนั้นจะมี 

1 2 nA ,A ,...,A   A  ที่ซึ่ง  
n

ii 1
{x} Y A N


    

จากบทตั้ง 4.15  เราจะไดวามีเซตเปด xW  ใน X ที่ซึ่ง 
n

x ii 1
{x} Y W Y A N


      

ดังน้ัน  W = x{W | x X}  เปนเซตปกเปดของ X ที่เปนปริภูมิกระชับ   

เพราะฉะนั้น จะมี 1 2 mx ,x ,..., x X   ท่ีซึ่ง  
i

m

xi 1
X W


   จึงไดวา   

i

m

xi 1
W Y X Y



        
  

แตเนื่องจาก แตละ k {1,2,...,m}  
kxW Y  ถูกคลุมดวยสมาชิกใน A  จํานวนจํากัด ดังนั้น 

X Y จึงถูกคลุมดวยสมาชิกใน A  จํานวนจํากัดเชนกัน 

นั่นคือ X Y  เปนปริภูมิกระชับ          

 

ความกระชับบนปริภูมิอิงระยะทาง (compactness on metric spaces) 

 

บทนิยาม 4.10   ให X(X,d )  เปนปริภูมิอิงระยะทาง เราจะกลาววากลุมของเซตยอย C P(X)  

เปนเซตปกคลุมของ X (cover of X) เมื่อ ยูเนียนของสมาชิกทั้งหมดใน C  เทากับ X  

 และจะเรียก เซตปก C ของ X วาเปน เซตปกเปดเม่ือ สมาชิกทุกตัวใน C เปนเซตเปด  

 

บทนิยาม 4.11  ปริภูมิอิงระยะทาง X จะกลาววาเปน ปริภูมิกระชับ (compact space) เม่ือ 

สําหรับทุกๆเซตปกเปดของ X มีเซตปกเปดยอยที่มีสมาชิกจํานวนจํากัดซึ่งยังปกคลุม X อยู 
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สําหรับปริภูมิยอย Y X  เราจะกลาวกลุมของเซตยอย C P(X)  เปนเซตปกของ Y 

(covering of Y) เม่ือ ยูเนียนของสมาชิกทั้งหมดใน C  คลุม Y   หรือ C Y  

และในทํานองเดียวกัน เราจะกลาววา Y เปน เซตกระชับ เมื่อ สําหรับทุกๆเซตปกเปดของ Y มีเซต

ปกเปดยอยที่มีสมาชิกจํานวนจํากัดซึ่งยังปกคลุม Y  อยู 

 

บทนิยาม 4.12 ปริภูมิอิงระยะทาง X จะกลาววาเปน ปริภูมิกระชับจุดลิมิต (limit point compact) 

เมื่อ ทุกๆเซตยอย A X ที่เปนเซตอนันตจะมีจุดลิมิต นั่นคอื A  

 

ทฤษฎีบทที่ 4.17 ปริภูมิอิงระยะทางที่กระชับเปนปริภูมิอิงระยะทางที่กระชับจุดลิมิต 

 

บทพิสูจน  ให A X โดยที่ X เปน ปริภูมิอิงระยะทางท่ีกระชับ  

จะพิสูจนดวยวิธีแยงสลับที่ นั่นคือ ถา A  แลว A เปนเซตจํากัด 

สมมติให A  ดังน้ัน  สําหรับ a A  จะมี ar 0  ที่ซึ่ง aB(a;r ) A {a}    

และเน่ืองจาก A A A A    ดังนั้น A เปนเซตปด จึงทําใหไดวา  

C a{X A} {B(a; r ) | a A}     เปนเซตปกเปดของ X 

เนื่องจาก  X  เปนปริภูมิกระชับ จึงไดวา มี  1 2 na ,a ,...,a A  ที่ซึ่ง   

   
i

n

i ai 1
(X A) B(a ; r ) X



       
  

เนื่องจาก  A (X A)     ดังน้ัน  
i

n

i a 1 2 ni 1
A B(a ; r ) A {a ,a ,..., a }



       
  

เพราะฉะนั้น A เปนเซตจํากัดตามท่ีตองการ          

 

ในกรณีท่ี X เปนปริภูมิทอพอโลยี บทกลับของทฤษฎีบทขางตนไมเปนจริง 

 

ตัวอยาง 4.7   ให Y {a,b}  และให  Y { ,Y}     

 ให X Y  พิจารณาทอพอโลยีผลคูณบน X เราพิสูจนไดไมยากวา X เปนปริภูมิกระชับแบบ

ลิมิต แต X ไมเปนปริภูมิกระชับ เนื่องจาก C {Y {n} | n }     เปนเซตปกเปดของ X ซึ่งไม

สามารถหาเซตปกเปดยอยที่ยังปกคลุม X 

 

บทนิยาม 4.13  ปริภูมิอิงระยะทาง X จะกลาววาเปน ปริภูมิกระชับแบบลําดับ (sequencially 

compact) เม่ือ ทุกๆลําดับ n(x ) ใน X มีลําดับยอยที่ลูเขา  
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ทฤษฎีบทที่ 4.18  ให X เปนปริภูมิอิงระยะทาง  ขอความตอไปนี้สมมูลกัน 

 (i) X เปนปริภูมิกระชับ 

 (ii)  X เปนปริภูมิกระชับจุดลิมิต 

 (iii) X เปนปริภูมิกระชับแบบลําดับ 

 

บทพิสูจน  จะทําการพิสูจนแบบ  (i) (ii) , (ii) (iii)   และ (iii) (i)  

 (i) (ii)  ไดจากทฤษฎีบทที่ 4.17 

 (ii) (iii)  สมมติให  X เปนปริภูมิกระชับจุดลิมิต และให n(x ) เปนลําดับใดๆใน X 

พิจารณา nA {x | n }    

ถา A เปนเซตจํากัด แลวจะไดวาจะมี x X  ท่ีซึ่ง  nx x  อยูเปนจํานวนอนันตตัว เพราะฉะน้ัน

เราจะไดวา n(x )  มีลําดับยอยซึ่งเปนลําดับคาคงตัวที่ลูเขาสู  x นั่นเอง 

สมมติให X เปนเซตอนันต  เนื่องจาก X เปนปริภูมิกระชับจุดลิมิต ดังนั้นจะมี a A   

จากนั้นเราจะทําการสรางลําดับยอยของ n(x )  ดังนี้    

เนื่องจาก A เปนเซตอนนัต และ a A  ดังนั้น สําหรับแตละ i   จะมี 
in

1x B(a; )
i

  

เพราะฉะนั้น เราจะเห็นวา  
ini

lim x a


   นั่นคือ X  เปนปริภูมิกระชับแบบลําดับตามตองการ 

 (ii) (iii)  สมมติให  X เปนปริภูมิกระชับแบบลําดับ  

เราแบงขั้นตอนการพิสูจน ออกเปนขั้นๆดังนี้ 

ขั้นท่ี 1  จะแสดงวาสําหรบัเซตปกเปด C  ใดๆของ X มี 0   ซึ่ง สําหรับ A X  ถา 

diam(A)   แลวจะมี U C  ที่ซึ่ง A U   

ให C  เปนเซตปกเปดของ X   

สมมติขัดแยง  ดังนั้น สําหรับแตละ  n    จะมีเซต nA X  ท่ีซึ่ง n
1diam(A )
n

  แตไมมี 

U C  ที่ซึ่ง nA U  

จากนั้น สรางลําดับ n(a ) ใน X โดยการเลือก  n na A   

เนื่องจาก X เปนปริภูมิกระชับแบบลําดับ ดังนั้นจึงมีลําดับยอย  
nk(a )  ท่ีลูเขา เรยีกจุดลิมิตของ

ลําดับดังกลาววา a 

เนื่องจาก  C  เปนเซตปกเปดของ X  ดังนั้น จะมี  U C  ที่ซึ่ง a U    และจาก U เปนเซต

เปด จึงมี 0   ที่ซึ่ง  a B(a; ) U      

โดยหลักของอารคิมีดิส จะมีจํานวนนับ n    ที่ซึ่ง  
n

1 1
k n 2
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เนื่องจาก  
nk

n

1diam(A )
k

   ดังนั้น   
n nk kA B(a ; )

2
   และจาก  

nkn
lim a a


   

เราสามารถเลือก n    ที่ใหญมากพอที่ทําให  
nkA B(a; ) U    ซึ่งเกิดขอขัดแยงกับสมบัติ

ของ nA ขางตน 

เพราะฉะนั้น จะมี 0  ที่ซึ่ง สําหรับ A X  ถา diam(A)   แลวจะมี U C  ที่ซึ่ง 

A U  
 

ขั้นท่ี 2  จะแสดงวา สําหรับ 0  เราสามารถคลุม X ไดดวยบอลเปดรศัมี   จํานวนจํากัด 

สมมติขัดแยง  นั่นคือ มี 0  ซึ่งเราไมสามารถคลุม X ไดดวยบอลเปดรศัมี   จํานวนจํากัด 

ตอไปจะทําการสรางลําดับ n(x )  ใน X ดังนี้  

ให 1x X   เปนจุดใดๆ   

เนื่องจาก 1B(x ; ) X   ดังน้ัน เลือก 2 1x X B(x ; )     

และเน่ืองจาก  1 2B(x ; ) B(x ; ) X     ดังนั้น เลือก  3 1 2x X B(x ; ) B(x ; )       

ในกรณีใดๆเราสามารถ เลือก
n

n 1 ii 1
x X B(x ; ) 

     

เนื่องจาก X สามารถปกคลุมไดดวยบอลเปดรัศมี   จํานวนจํากัด ดังนั้น  

สําหรับแตละ i, j   ซึ่ง i j  

เรามีวา i jd(x ,x )   เพราะฉะนั้น ลาํดับ  n(x )  ที่สรางจะไมมีลําดับยอยที่ลูเขา ซึ่งขัดแยงกับ

การท่ี X เปนปริภูมิกระชับแบบลําดับ  

เพราะฉะนั้น  สําหรับ 0  เราสามารถคลุม X ไดดวยบอลเปดรัศมี   จํานวนจํากัด 

 

ขั้นท่ี 3  จะแสดงวา X เปนปริภูมิกระชับ  

ให C  เปนเซตปกเปดของ X  จากข้ันที่ 1 จะมี 0   ซึ่ง สําหรับ A X  ถา diam(A)   

แลวจะมี U C ที่ซึ่ง A U   

ให  
3
   จากขั้นที่ 2 จะมี 1 2 nx ,x ,..., x X  ที่ซึ่ง 

n

ii 1
X B(x ; )


   

เนื่องจาก  i
2diam(B(x ; )) 2
3
       ดังนั้นจะมี  iU  C  ท่ีซึ่ง   i iB(x ; ) U   

ดังน้ันจึงไดวา 
n n

i ii 1 i 1
X B(x ; ) U

 
      เพราะฉะนั้น X เปนปริภูมิกระชับ     

 

บทนิยาม 4.14  ให  X เปนปริภูมิอิงระยะทางและ  E X  เราจะกลาววา E เปนเซตท่ีมีขอบเขต 

(bounded set) เมื่อ มีจํานวนจริง M 0  ที่ซึ่ง  d(x, y) M  สําหรับทุกๆ x, y X  

หรอือีกนัยหนึ่งก็คือ diam(E)  เปนจํานวนจํากัด 
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บทนิยาม 4.15  ให  X เปนปริภูมิอิงระยะทางและ  E X  เราจะกลาววา E เปนเซตท่ีมีขอบเขต

ทุกสวน (totally bounded set) เมื่อ ทุกๆจํานวนจริง 0  จะมี   1 2 nx ,x ,..., x X  ท่ีซึ่ง  
n

ii 1
X B(x ; )


   

 

ทฤษฎีบทที่ 4.19  เซตที่มีขอบเขตทุกสวนเปนเซตที่มีขอบเขต 

 

บทพิสูจน  ให  X เปนเซตที่มีขอบเขตทุกสวน ดังนั้น จะมี   1 2 nx , x ,..., x X  ที่ซึ่ง   
n

ii 1
X B(x ;1)


   

ให  i jM max{d(x , x ) | i, j 1, 2,..., n} 2    

ให  x, y X   เนื่องจาก  
n

ii 1
X B(x ;1)


   ดังนั้นจะมี  0 0i , j {1,2,...,n}  ที่ซึ่ง  

0i
x B(x ;1)  และ 

0j
y B(x ;1)    เพราะฉะนั้น X เปนเซตที่มีขอบเขต     

 

ตัวอยาง 4.8  บทกลับของทฤษฎีบทท่ี 4.19 ไมจริง  

พิจารณา  usual( ,d )   นิยามการวัดระยะทาง d  ใหมบน   ดังนี้ 

d(x, y) min{1 , | a b |}    ทุกๆ a, b    

เราจะไดวา  ( , d) เปนปริภูมิที่มีขอบเขต  แตไมใชปริภูมิที่มีขอบเขตทุกสวน เนื่องจากเราไม

สามารถปกคลุม   ไดดวยบอลเปดที่มีรัศมี 1
2

 จํานวนจํากัด 

 

ทฤษฎีบทที่ 4.20  เซตยอยของเซตที่มีขอบเขตทุกสวน เปนเซตที่มีขอบเขตทุกสวน 

 

บทพิสูจน  เห็นไดชัดจากนิยาม           

 

 เราสังเกตวา  usual( ,d )  เปนปริภูมิอิงระยะทางท่ีบริบูรณแตไมใชเซตที่มีขอบเขตทุกสวน   

สวนชวงเปด ( 1,1)  เปนเซตที่มีขอบเขตทุกสวนแตไมใชปริภูมิที่บรบิูรณ  และสําหรับชวงปด 

[ 1,1] เปนทั้งเซตท่ีมีขอบเขตทุกสวนและปริภูมิที่บริบูรณ   ดังนั้นเง่ือนไขของการที่เปนปริภูมิ

บรบิูรณกับการเปนเซตท่ีมีขอบเขตทุกสวน ไมไดข้ึนตอกัน 

 



ท อ พ อ โ ล ยี เ บื้ อ ง ต น  | 67 

 

 
 

ทฤษฎีบทตอไปแสดงความสมมูลระหวางการเปนเซตกระชับ ความมีขอบเขตทุกสวน และ 

ความบริบูรณบนปริภูมิอิงระยะทาง 

 

ทฤษฎีบทที่ 4.21  ให X เปนปริภูมิอิงระยะทาง  แลวจะไดวา 

X เปนปริภูมิกระชับ ก็ตอเมื่อ X เปนปริภูมิบริบูรณ และ มีขอบเขตทุกสวน 

 

บทพิสูจน   สมมติให X เปนปริภูมิกระชับ  ดังนั้น โดยทฤษฎีบทท่ี 4.18 X เปนปริภูมิกระชับจุด

ลิมิต และโดยบทแทรกที่ 1.15 X เปนปริภูมิบริบูรณ 

 ให  0   เราจะไดวา {B(x; ) | x X}  เปนเซตปกเปดของ X  เนื่องจาก X เปน

ปริภูมิกระชับ ดังนั้นจึงมี  1 2 nx ,x ,..., x X  ที่ซึ่ง  
n

ii 1
X B(x ; )


    นั่นคือ X เปนเซตท่ีมี

ขอบเขตทุกสวน 

 ในทางกลับกัน สมมติให X เปนปริภูมิบริบูรณ และ มีขอบเขตทุกสวน 

จะแสดงวา X เปนเซตกระชับแบบลําดับ และ โดยทฤษฎีบทท่ี 4.18 จะไดวา X เปนเซตกระชับ 

ให  n(x )  เปนลําดับใดๆใน  X ตอไปเราจะพยายามสรางลําดับยอยที่ลูเขาดังตอไปนี้ 

 ขั้นแรก เน่ืองจาก X เปนเซตที่มีขอบเขตทุกสวน ดังนั้นเราจะปกคลุม X ดวยบอลเปดรัศมี 

1 จํานวนจํากัด  ดังนั้นจะมีบอลเปดอยูอันหน่ึงเรยีกวา 1B  ที่ซึ่งจะมี  n 1x B  เปนจํานวนอนันตตัว  

ให 1 n 1J {n | x B }    

 ขั้นตอไป เราจะคลุม X ดวยบอลเปดรัศมี 1
2

 จํานวนจํากัด ในทํานองเดียวกันนั้นจะมีบอล

เปดอยูอันหนึ่งเรียกวา 2B  ท่ีซึ่งจะมี  n 2x B  เปนจํานวนอนันตตัว ให 

2 1 n 2J {n J | x B }    สังเกตวา ให 2 1J J  

 โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร สําหรับ m 1  เราจะมีบอลเปดรัศมี 1
m

 เรียกวา  mB  และ

เซตดัชนี  m m 1 n mJ {n J | x B }     สังเกตวา  m m 1 2 1J J J J     

เลือก  1 1n J  และสําหรับ k เลือก  k kn J  ดังนั้นเราจะไดวา สําหรับ i, j k  เราจะมีวา  

i jn n kx ,x B   เพราะวา i j kJ ,J J   

เพราะฉะนั้น เราจะไดวา   
i jn n

2d(x , x )
k

  

โดยหลักของอารคีมิดิส เราสามารถแสดงไดวาลําดับยอย 
in(x )  เปนลําดับโคชี ในปริภูมิที่บริบูรณ X  

ดังน้ันจึงเปนลําดับลูเขา   นั่นคือ เราไดแสดงแลววา X เปนปริภูมิกระชับแบบลิมิต    
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หมายเหตุ  สําหรับเซตยอย A ใดๆบน n
usual( , d )  เรามีวา  

 A เปนเซตที่มีขอบเขต ก็ตอเมื่อ A เปนเซตท่ีมีขอบเขตทุกสวน (ใหทําเปนแบบฝกหัด) 

 

 

บทแทรกท่ี 4.22 (Heine-Borel Theorem) 

ให   n
usualE ( , d )   แลวจะไดวา  

E เปนเซตกระชับ ก็ตอเมื่อ E เปนเซตปด และ มีขอบเขต 

 

บทพิสูจน   สมมติให E เปนเซตกระชับ  โดยทฤษฎีบทท่ี 4.21 ไดวาE เปนปริภูมิบริบูรณ และ

มีขอบเขตทุกสวน  ดังนั้น E เปนเซตปด และมีขอบเขต โดยทฤษฎีบทท่ี 1.18 และ 4.19 

 ในทางกลับกัน สมมติให E เปนเซตปด และ มีขอบเขต  เนื่องจาก E เปนเซตปดในปริภูมิ

บรบิูรณ   โดยทฤษฎีบทที่ 1.17 เราไดวา E เปนปริภูมิบริบูรณ และโดยหมายเหตุขางตน E เปน 

เซตที่มีขอบเขตทุกสวน  เพราะฉะนั้น โดยทฤษฎีบทที่ 4.21  E เปนเซตกระชับ     

 

บทแทรกท่ี 4.23  (ทฤษฎีบทคาสุดขีด : Extreme Value Theorem) 

ถา f : [a,b]   เปนฟงกชันตอเนื่องแลว จะมี c, d [a, b]   

ที่ซึ่ง f(x) f(c)  และ f(x) f(d)  สําหรับทุกๆ x [a,b]  

 

บทพิสูจน  เนื่องจาก f  เปนฟงกชันตอเน่ือง และ [a,b]  เปนเซตกระชับจากบทแทรกที่ 4.22  

ดังน้ัน  f [a, b]  เปนเซตกระชับใน   ดวย  

 สมมติวาไมมมีี c [a, b] ท่ีซึ่ง f(x) f(c)  สําหรับทุกๆ x [a,b]  

พิจารณา {( , f(x)) | x [a,b]}   ตอไปจะแสดงวา 
x [a,b]

( , f(x)) f([a, b])


   

ให z f([a, b])  จะไดวามี 0x [a,b]  ที่ซึ่ง 0f(x ) z  

สมมติวา 
x [a,b ]

z ( , f(x))


   ดังน้ัน 0f(x ) z f(x)   สําหรับทุกๆ x [a, b]  

ซึ่งเกิดขอขัดแยงกับที่สมมติไวขางตน ดังนั้น 
x [a,b ]

z ( , f(x))


    

นั่นคือ 
x [a,b]

( , f(x)) f([a, b])


   เพราะฉะนั้น {( , f(x)) | x [a,b]}  เปนเซตปกเปด

ของ  f [a, b]  และเนื่องจาก  f [a, b]  เปนเซตกระชับ ดังนั้นจะมี 1 2 nx ,x , ,x [a,b]   ที่ซึ่ง   

  1 2 nf [a, b] ( , f(x )) ( , f(x )) ( , f(x ))        

โดยไมเสียนัยทั่วไปสมมติให 1 2 nf(x ) f(x ) f(x )   ดังนั้น  

 
n

i ni 1
f [a,b] ( , f(x )) ( , f(x ))
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เพราะฉะนั้น nx [a,b]  และ nf(x) f(x )  สําหรบัทุกๆ x [a,b]  

เกิดขอขัดแยงกับสมมติฐาน  

 ในทํานองเดียวเราสามารถพิสูจนไดวา มี d [a,b]  ที่ซึ่ง f(x) f(d)   

สําหรับทุกๆ x [a,b]            
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แบบฝกหัดประจําบทที่ 4 

 
1. ให   และ '  เปนทอพอโลยีบน X  ถา '    แลวเราสรุปอะไรไดบางเก่ียวกับความ

เชื่อมโยงบนเซต X เทียบกับทอพอโลยีหนึ่งไปยังอีกทอพอโลยีหนึ่ง 

 

2. จงพิจารณาวาจริงหรือไมที่ ถา X เปนเซตที่เชื่อมโยง แลวทุกๆเซตยอยแท A ท่ีไมวางของ 

X แลวเราจะไดวา A   โดยที่ A A X A     

บทกลับของขอความขางตนเปนจรงิหรือไม  

 

3. ให A X  จงแสดงวา ถา C เปนเซตยอยของ X ที่ซึ่ง C A  และ 

C (X A)     แลว C A  

 

4. ให X และ Y เปนปริภูมิทอพอโลยีที่เชื่อมโยง โดยที่ Y X  จงแสดงวา ถา A และ B 

เปนการแบงแยก (separation) ของ X Y  แลว Y A  และ Y B  เปนเซตเชื่อมโยง 

 

5. ให   และ '  เปนทอพอโลยีบน X  ถา '    แลวเราสรุปอะไรไดบางเก่ียวกับความ

กระชับบนเซต X เทียบกับทอพอโลยีหนึ่งไปยังอีกทอพอโลยีหน่ึง 

 

6. จงแสดงวาทุกยูเนียนจํานวนจํากัดของเซตกระชับเปนเซตกระชับ 

 

7. จงแสดงวาทุกๆเซตยอยของ   เปนเซตกระชับ ภายใตทอพอโลยี 

finite {A | A      เปนเซตจํากัด หรือ A }    

 

8. จงพิจารณาวา [0,1] เปนเซตกระชับใน   หรือไมภายใตทอพอโลยี  

count {A | A      เปนเซตนับได หรือ A }    

พรอมทั้งอธิบายเหตุผล 
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บทที่ 5 สัจพจนการนับไดและการแยกกันได 

(Countability and Separation Axioms) 

 
จากการศึกษาในบทกอนหนานี้เราคงไดเห็นถึงความคลายคลึง ความแตกตางระหวางปริภูมิ

อิงระยะทางและปริภูมิทอพอโลยี ปญหาหนึ่งที่นักทอพอโลยีสนใจก็คือ เมื่อใดที่ปริภูมิทอพอโลยีถึงจะ

เปนปริภูมิที่วัดระยะทางได (metrizable) จึงมีการพัฒนาเคร่ืองมือในการหาคําตอบดังกลาว ซึ่งตอง

อาศัยสัจพจนที่กลาวตอไปในบทนี้ ดังตอไปนี้   

 

1. สัจพจนการนบั (countability axioms) 

 

บทนิยาม 5.1  ปริภูมิทอพอโลยี X จะกลาววามี ฐานหลักจํานวนนับไดที่จุด x X (countable 

basis at x) ก็ตอเมื่อ มีกลุมนับได Bx ของเซตยอยของ X ท่ีซึ่ง ทุกๆเซตยอยเปด U ที่คลุม x  

จะมี B Bx ท่ีซึ่ง x B U   

 

บทนิยาม 5.2 เซตยอย A ของปริภูมิทอพอโลยี X จะกลาววา หนาแนน (dense) ใน X  ก็ตอเมื่อ 

A X  
 

ตัวอยาง 5.1  พิจารณา usual( , )  เราจะไดวา 

1.       2.      

3.        4.  c    

ดังน้ัน   และ c  หนาแนนใน   แต  และ  ไมหนาแนนใน   

 

บทนิยาม 5.3  ให X เปนปริภูมทิอพอโลยี 

1. เราจะกลาววา X เปนปริภูมินับไดแบบที่ 1 (first countable) ก็ตอเมื่อ X มี ฐานหลัก

จํานวนนับไดที่ทุกๆจุด x X  

2. เราจะกลาววา X เปนปริภูมินับไดแบบที่ 2 (second countable) ก็ตอเมื่อ X มี ฐาน

หลักสําหรับทอพอโลยีจํานวนนับได 

3. เราจะกลาววา X เปนปริภูมิแยกกันได (separable) ก็ตอเมื่อ X มีเซตยอยจํานวนนับ

ไดที่หนาแนนใน X   
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ทฤษฎีบทที่ 5.1 ปริภูมินับไดแบบที่ 2 เปน ปรภูิมินับไดแบบที่ 1 และปริภูมิแยกกันได 

 

บทพิสูจน ให X เปนปริภูมนิับไดแบบท่ี 2 พรอมกับฐานหลักสําหรับทอพอโลยีจํานวนนับได  

B i i 1{B }   

  ให x X  และ นิยาม Bx {B   B | x B}   B  ดังน้ันเราจะไดวา Bx เปน

เซตนับได และ เนื่องจาก B  เปนฐานหลักของ X  เพราะนั้นสําหรับทุกๆ เซตเปด U ท่ีคลุม x จะมี 

B B  ที่ซึ่ง x B U   ดังนั้น B Bx นั่นคือ X เปนปริภูมินับไดแบบที่ 1 

 สําหรับแตละ iB  B    เราจะเลือก i ix B (โดยสัจพจนการเลือก) และให 

iD {x | i 1,2,...}   ดังนั้น D เปนเซตนับได ตอไปเราจะแสดงวา D หนาแนนใน X  ให 

x X และเซตเปด U ที่คลุม x เนื่องจาก B   เปนฐานหลักของ X ดังน้ันจะมี xB   B ที่ซึ่ง 

xx B U   แลวสังเกตวา 
0x iB B  สําหรับบาง 0i {1,2, 3,...}  เพราะฉะนั้น 

0 0i ix B D U D     นี่ชี้ใหเห็นวา U D   เพราะฉะนั้น X D     

 

ตัวอยาง 5.2   usual( , )  เปนปริภูมนิับไดแบบที่ 2 พรอมกับฐานหลักสําหรบัทอพอโลยีจํานวนนับ

ไดคือ  

B {(a,b) | a,b }    

ดังน้ันโดยทฤษฎีบทขางตนเราจะไดวา  เปนปริภูมินับไดแบบที่ 1 และ ปริภูมิแยกกันได 

    

ทฤษฎีบทที่ 5.2 ถา X เปนปริภูมนิับไดแบบท่ีสอง และให A เปนปริภูมิยอยวิยุต  

แลวจะไดวา A เปนเซตนับได 

 

บทพิสูจน  ให  B  เปนฐานหลักจํานวนนับไดของ X  

สังเกตวา แตละ a A, {a}  เปนเซตเปดใน A 

เนื่องจาก B  เปนฐานหลักของ X ดังน้ันจะมี aB  B  ที่ซึ่ง aa B A {a}    

นั่นชี้ใหเห็นวา aB A {a}   

เพราะฉะนั้น สําหรับ a, b A  ท่ีซึ่ง a b  จะไดวา a bB B  เพราะฉะนั้นเราสามารถสราง

ฟงกชัน : A  B  นิยามโดย  a(a) B   จะเห็นไดวา  เปนการสงแบบ 1-1  

เนื่องจาก B  เปนฐานหลักจํานวนนับได ดังนั้น A จึงเปนเซตนับได      

  

ตัวอยาง 5.3  ให ( , )     เปนปริภูมิทอพอโลยี โดยที่   เปน ทอพอโลยีที่กอกําเนิดจาก

ฐานหลัก   B   {[a,b) | a,b }    
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1. สําหรับแตละ x    เราไดวา Bx 
1{[x, x ) | n }
n

     เปนฐานหลักที่ x ดังนั้น 

  เปนปริภูมินับไดแบบที่ 1    

 

2. เนื่องจาก     ดังน้ันไดวา    เปนปริภูมิแบบแยกกันได 

 

3. ให B  เปนฐานหลักใดๆของ   ให x    และเลือก xB   B  ที่ซึ่ง  

xx B [x,x 1)    

เพราะฉะนั้น สําหรับ lx,y ,x y   จะมี x yB ,B   B  ที่ซึ่ง  

xx B [x,x 1)    และ yy B [y, y 1)    ดังนั้น 

x y x yinf B inf B B B    

นั่นคือ B เปนเซตนับไมได เพราะฉะนั้น   ไมเปนปริภูมินับไดแบบที่ 2 

 

บทนิยาม 5.4  เราจะกลาววาปริภูมทิอพอโลยี (X, )  เปนปริภูมิวัดระยะทางได (metrizable) ก็

ตอเมื่อ เราสามารถนิยามการวัดระยะทาง(metric)  d บน X โดยทีท่อพอโลยี   ถูกกอกําเนิดโดย d 

กลาวคือ d     

 

ตัวอยาง 5.4   

1. usual( , )  เปนปริภูมิที่มีการวัดระยะทางโดยที่ถูกกอกําเนิดโดยการวัดระยะทาง  

usuald (x, y) | x y |      ทุก x, y    

 

2.  ปริภูมิวิยุต(X,P(X)) เปนปริภูมิที่มีการวัดระยะทางโดยที่ถูกกอกําเนิดโดยการวัดระยะทาง           

         dis

0 ; x y
d (x, y)

1 ; x y

   
  ทุก x, y X  

 

ทฤษฎีบทที่ 5.3  ถา X เปนปริภูมิมีการวัดระยะทาง แลว X เปนปริภูมนิับไดแบบท่ี 1 

 

บทพิสูจน  ให x X  และนิยาม Bx  
1{B(x; ) | n }
n

     

โดยที่ 1B(x; )
n

 คือบอลเปดจุดศูนยกลางที่  x รัศมี 1
n

  

เราแสดงไดไมยากวา Bx เปนฐานหลักที่ x จํานวนนับได  ดังนั้น X เปนปริภูมินับไดแบบท่ี 1   

 

หมายเหตุ  ถา X ไมเปนปริภูมินับไดแบบที่ 1 แลว X ไมเปนปริภูมิมีการวัดระยะทาง 
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ตัวอยาง 5.5  ให           ผลคูณคารทีเซียนจํานวนอนันตนับไดของ   

(countable product of  ) เปนปริภูมทิอพอโลยีที่มีการวัดระยะทางแบบเอกรูป  (นิยามใน

แบบฝกหัดชุดที่ 1) เราจะไดวา   เปนปริภูมินับไดแบบท่ี 1  โดยทฤษฎีบทที่ 5.3    

ตอไปเราจะแสดงวา   ไมใชปริภูมินับไดแบบที่ 2     

สมมติ    เปนปริภูมินับไดแบบที่ 2     

พิจารณา A i i{(x ) | x 0   หรือ  1}  ดังน้ัน  A  จึงเปนเซตนับไมได 

เราจะไดวา สําหรับ x,y A, (x, y) 1    ซึ่งชี้ใหเห็นวา A เปนปริภูมิวิยุต  

โดยทฤษฎีบทท่ี 5.2 จะไดวา A ตองเปนเซตนับได ซึ่งเกิดขอขัดแยง 

เพราะฉะนั้น   ไมใชปรภิูมินับไดแบบที่ 2   

 

ทฤษฎีบทที่ 5.4  ให X เปนปริภูมิมีการวัดระยะทาง แลวเราจะไดวา  

X เปนปริภูมินับไดแบบที่ 2 ก็ตอเมื่อ X เปนปริภูมิแยกกันได 

 

บทพิสูจน 

( )  เห็นไดชัดจากทฤษฎีบทที่ 5.1 

( )  สมมติให X เปนปริภูมิแยกกันได โดยที่ A เปนเซตนับไดที่หนาแนนใน X  

          ให  B {B(a;q) | a A, q }    ดังน้ัน B เปนเซตนับได  

ตอไปเราจะแสดงวา B  เปนฐานหลักสําหรับทอพอโลยีบน X 

          ให U เปนเซตเปดใดๆใน X  และ ให  x U  ดังนั้นจะมี 0  ที่ซึ่ง  

x B(x; ) U    

      เนื่องจาก x X A   และ 0
3
   ดังน้ันจะมี  0a A  ที่ซึ่ง 0a B(x; )

3
  

      และเนื่องจาก    หนาแนนใน   จึงมี q    ที่ซึ่ง 2q
3 3
    

      ตอไปเราจะแสดงวา 0x B(a ;q)  และ  0B(a ;q) B(x; )   

        เน่ืองจาก 0a B(x; )
3
  ดังน้ัน 0d(a , x) q

3
    นั่นคือ 0x B(a ;q)  

           ให  0z B(a ;q)  ดังนั้น 0d(z,a ) q   จึงไดวา  

   0 0
2d(z, x) d(z, a ) d(a , x) q

3 3 3
           

      จึงไดวา z B(x; )   หรอื  0B(a ;q) B(x; )   

         โดย ทฤษฎีบทท่ี 2.3 เราไดแสดงแลววา  B  เปนฐานหลักสําหรับทอพอโลยีบน X   
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ตอไปจะกลาวถึงบทนิยามของลําดับลูเขาบนปริภูมิทอพอโลยีซึ่งมีความคลายคลึงกับลําดับลู

เขาบนปรภิูมิอิงระยะทางดังนี้ 

 

บทนิยาม 5.5  ลําดับ n(a )ในปริภูมทิอพอโลยี X จะกลาววา n(a )เปนลําดับลูเขา (convergence 

sequence) สูจุด a X   ก็ตอเมื่อ สําหรับทุกๆเซตเปด U จะมี N  ท่ีซึ่งสําหรับทุก 

n N  เราจะไดวา na U  

 

บทตั้งที่ 5.5 (บทตั้งลําดับ: The Sequence Lemma) 

ให X เปนปริภูมิทอพอโลยีและ A X ถา n(a )เปนลําดับใน A ที่ลูเขาหาคา a X   แลวเราจะ

ไดวา a A   

 

บทพิสูจน  ให U เปนเซตเปดใดๆที่คลุม a นั่นคือ a U   เนื่องจาก na a  เมื่อ 

n   ดังนั้นจะมี N  ที่ซึ่งสําหรับ nn N a U    

โดยเฉพาะอยางย่ิงที่  N จะไดวา Na U  เพราะฉะนั้น U A   นั่นคือ a A     

 

ทฤษฏีบทที่ 5.6  บทกลับของทฤษฎีบทที่ 5.5 เปนจริง ถา X ปริภูมินับไดแบบที่ 1 

 

บทพิสูจน  สมมติให X ปริภูมินับไดแบบที่ 1 ให a A X   เนื่องจาก X ปริภูมินับไดแบบท่ี 1 

ดังน้ันจะมีฐานหลัก Ba  i{B | i }   ที่ a จํานวนนับได  

ตอไปเราจําทําการปรับปรุงฐานหลัก Ba ดังนี้ 

ให  '
1 1B B  

 '
2 1 2B B B   

 '
3 1 2 3B B B B    

          
 '

n 1 2 nB B B B     

เพราะฉะนั้น เราแสดงไดไมยากวา B a '   i{B | i }   จะเปนฐานหลักที่ a ตัวใหม ซึ่งมีสมบัติ

วา สําหรับ i > j ,  i jB B   

เนื่องจาก a A  ดั้งน้ันแตละ i   จะไดวา iB A    เพราะฉะนั้นให i ia B A   นั่น

คือเราไดทําการสรางลําดับ i(a ) ใน A 
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ให U เปนเซตเปดใดๆที่คลุม a  ดังนั้นจะมี NB   B a '     สําหรับบาง  N  ท่ีซึ่ง 

'
Na B U   แตจากนิยามของ B a '    เราจะไดวา สําหรบั 

n n nn N a B B U      

นั่นคือ na a  เม่ือ n            

 

จากบทพิสูจนในทฤษฎีบทที่ 5.6 เราจะสังเกตเห็นวาในการสรางลําดับเพ่ือใหลูเขาสูจุดซึ่งอยู

ในสวนปดคลุมน้ันเราตองการสมาชิกในฐานหลักที่มีการจัดเรียงท่ีดี นั่นคือเหตุผลวาทําไมทฤษฎีบทถึง

เปนจริงสําหรับปริภูมินับไดแบบที่ 1 

 อีกหนึ่งเหตุผลสําคัญท่ีเราไมนิยมพูดถึงลําดับที่ลูเขาบนปริภมิทอพอโลยีนั้นเพราะพฤติกรรม

การลูเขาของลําดับลูเขาอาจจะมีลิมิตไดมากกวา 1 จุด ดงัตัวอยางตอไปนี้ 

 

ตัวอยาง 5.6 พิจารณาปริภูมิอวิยุต indis(X, )  ให x X  เปนจุดใดๆ เราจะไดวา สําหรับลําดับ 

n(x )  ใดๆใน X ไดวา nx x  เมื่อ n   กลาวคือ ลําดับ n(x )  ใดๆใน X ลูเขาสูจุดทุกๆจุด

ใน X 
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2. สัจพจนการแบงแยก (separation axioms) 

 

บทนิยาม 5.6 

1. ปริภูมิทอพอโลยี X จะกลาววาเปนปริภูมิ 0T  ก็ตอเมื่อ ทกุๆ x, y X  จะมีเซตเปด U ที่

ซึ่ง x U  แต y U   หรือ  y U  แต x U    

2. ปริภูมิทอพอโลยี X จะกลาววาเปนปริภูมิ 1T  ก็ตอเมื่อ ทกุๆ x, y X  จะมีเซตเปด U 

และ V ท่ีซึ่ง x U  แต y U   และ  y V  แต x V    

3. ปริภูมิทอพอโลยี X จะกลาววาเปน ปริภูมิเฮาสดอรฟ (Hausdorff space)  ก็ตอเมื่อ   

ทุกๆ x, y X  จะมีเซตเปด U และ V ท่ีซึ่ง x U , y V  โดยที่ U V   

และเราจะกลาววา  X  เปนปริภูมิ 2T  ก็ตอเมื่อ X เปนปริภูมิ 1T  และ ปริภูมิเฮาสดอรฟ 

4. ปริภูมิทอพอโลยี X จะกลาววาเปน ปริภูมิสม่ําเสมอ (regular space) ก็ตอเมื่อ  

ทุกๆ x X  และเซตปด A X ซึ่ง x A  จะมีเซตเปด U และ V ที่ซึ่ง x U , 

A V  โดยที่ U V   

และเราจะกลาววา  X  เปนปริภูมิ 3T  ก็ตอเมื่อ X เปนปริภูมิ 1T  และ ปริภูมิสม่ําเสมอ 

5. ปริภูมิทอพอโลยี X จะกลาววาเปน ปริภูมิสม่ําเสมอแบบบรบูิรณ (completely regular 

space) ก็ตอเมื่อ ทุกๆ x X  และเซตปด A X ซึ่ง x A  จะมีฟงกชันตอเน่ือง 

f : X [0,1]  ท่ีซึ่ง f(x) 0  และ f(A) {1}   

และเราจะกลาววา  X  เปนปริภูมิ 13
2

T  ก็ตอเมื่อ X เปนปริภูมิ 1T  และ ปริภูมิสม่ําเสมอ

แบบบรบิูรณ 

6. ปริภูมิทอพอโลยี X จะกลาววาเปน ปริภูมิปรกติ (normal space) ก็ตอเมื่อ ทุกๆเซตปด 

A,B X ซึ่ง A B  จะมีเซตเปด U และ V ที่ซึ่ง A U , B V  โดยที่ 

U V   
และเราจะกลาววา  X  เปนปริภูมิ 4T  ก็ตอเมื่อ X เปนปริภูมิ 1T  และ ปริภูมิปรกติ 

7. ปริภูมิทอพอโลยี X จะกลาววาเปน ปริภูมิปรกติแบบบริบูรณ (completely normal 

space) ก็ตอเมื่อ ทุกๆเซต A,B X ซึ่ง A B    และ  A B  จะมีเซตเปด 

U และ V ที่ซึ่ง A U , B V  โดยที่ U V   

และเราจะกลาววา  X  เปนปริภูมิ 5T  ก็ตอเมื่อ X เปนปริภูมิ 1T  และ ปริภูมิปรกติแบบ

บรบิูรณ 
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       X เปนปริภมูิ 0T  

 

 

 

 

       X เปนปริภมูิ 1T  

 

 

 

       X เปนปริภมูเิฮาสดอรฟ  

 

 

 

       X เปนปริภมูสิม่ําเสมอ 

 

 

 

       X เปนปริภมูปิรกติ 

 

 

 

 ตอไปจะกลาวถึงทฤษฎีบทที่ชวยในการตรวจสอบวาปริภูมิทอพอโลยีที่กําหนดให เปนปริภูมิ

ที่สอดคลองสัจพจน 0 5T T  ดังตอไปนี้ 

 

ทฤษฎีบทที่ 5.7 ปริภูมทิอพอโลยี X จะเปนปริภูมิ 0T  กต็อเมื่อ  {x} {y}  สําหรับทุกๆ 

x, y X  ท่ีแตกตางกัน 

 

บทพิสูจน  ใหทาํเปนแบบฝกหัด         

x 
X 

y 
U 

x 
X 

y 
U 

V 

V 

x 
X 

y 
U 

x A 
X 

U V 

A 
X 

B 

U V 

x 
X 

y 

    
U 
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ทฤษฎีบทที่ 5.8 ปริภูมทิอพอโลยี X จะเปนปริภูมิ 1T  ก็ตอเมื่อ {x} เปนเซตปด สําหรับทุกๆ 

x X  
 

บทพิสูจน   

( )  สมมติให X เปนปริภูมิ 1T  และให x X  

เราตองการจะแสดงวา {x} เปนเซตปด นั่นคือตองแสดงวา X {x}  เปนเซตเปด 

ให y X {x}   ดังนั้น x y  จากการท่ี X เปนปริภูมิ 1T  จะมี เซตเปด V ที่ซึ่ง y V  

แต x V  ดังนั้น y V X {x}    

นั่นคือ X {x}  เปนเซตเปด  หรือ {x} เปนเซตปดนั่นเอง 

( )  ให x, y X  ที่ซึ่ง x y   

เลือก xU X {y}   ดังน้ันจะไดวา xU  เปนเซตเปดซึ่ง xx U  แต xy U  

ในทํานองเดียวกัน เลือก yU X {x}   ดังนั้นจะไดวา yU  เปนเซตเปดซึ่ง yy U  แต 

yx U   เพราะฉะนั้น X เปนปริภูม ิ 1T          

 

บทแทรกท่ี 5.9  ปริภูมทิอพอโลยี X จะเปนปรภิูมิ 1T  ก็ตอเมื่อ ทุกๆเซตจํากัดยอยของ X เปน

เซตปด 

 

บทพิสูจน  สังเกตวาทุกเซตจํากัด A X  โดยที่ 1 2 nA {a ,a ,...,a }  สามารถเขียนไดในรปู  
n

i
i 1

A {a }


  

โดยทฤษฎีบทท่ี 5.8 และนิยามของทอพอโลยีบน X เราสามารถพิสูจนบทแทรกนี้ไดไมยาก   

 

ขอสังเกต  จากบทนิยาม 5.6 และ ทฤษฎีบทที่ 5.8 เราจะสังเกตไดวา ปริภูมิ 

4 3 2 1 0T T T T T     

 

ทฤษฎีบทที่ 5.10    ปริภูมิทอพอโลยี X จะเปนปริภูมิ 2T   ก็ตอเมื่อ   เซต

{(x, x) | x X} X X      เปนเซตปดใน X X  

 

บทพิสูจน  

( )  สมมติให X เปนปริภูมิ 2T  

เราตองการจะแสดงวา {(x, x) | x X}   เปนเซตปด  
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นั่นคือตองแสดงวา X X  เปนเซตเปด 

ให (x, y) X X    ดังนั้น x y  เน่ืองจาก X เปนปริภูมิ 2T  เพราะฉะนั้นจะมีเซต 

เปด xU และ yV  ที่คลุม x และ y ตามลําดับซึ่ง x yU V    

เพราะฉะนั้น  x y(x, y) U V X X      นั่นคือ X X  เปนเซตเปด 

หรอื {(x, x) | x X}   เปนเซตปดนั่นเอง 

( )  ให x, y X  ที่ซึ่ง x y   ดังนั้น (x, y) X X     เนื่องจาก  

{(x, x) | x X}   เปนเซตปด ดังน้ัน  X X  เปนเซตเปด  

เพราะฉะนั้นจะมี เซตเปด U  และ V  ที่คลุม x และ y ตามลําดับซึ่ง  

(x, y) U V X X      
สมมติให c U V   ดังนั้น (c, c) U V   และ (c, c)    ซึ่งเกิดขอขัดแยง   

ดังน้ัน U V  เพราะฉะนั้น X เปนปริภูมิ 2T        

 

ตัวอยาง 5.7  

1. ปริภูมิเซียรพินสกีร(Sierpinski space) ให X {0,1}  และ S { ,{0},X}    จะได

วา S(X, )  เปนปริภูมิ 0T  แตไมเปนปริภูมิ 1T  

 

2. ปริภูมิทอพอโลยีจํากัดรวม (Cofinite space)  ให  X เปนเซตอนันตใดๆ และ  

cofinite { ,U X | X U      เปนเซตจํากัด} 

ให  x, y X  โดยที่ x y  จากนั้น เลือก  U X {y}    และ V X {x}  แลว

จะไดวา x U  แต  y U  และ y V  แต  x V  

นั่นคือ cofonite(X, ) เปนปริภูมิ 1T   

ตอไปจะแสดงวา cofonite(X, )  ไมเปนปริภูมิ 2T   

ให  x, y X  โดยที่ x y  สมมติวามีเซตเปด U และ V ท่ีซึ่ง  

x U  , y V  และ U V  

เนื่องจาก  cofoniteU    และ U V  ดังน้ัน  X U  เปนเซตจํากัด และ 

V X U   
ในทํานองเดียวกันเน่ืองจาก cofoniteV    และ X เปนเซตอนันต  

ดังน้ัน  V ตองเปนเซตอนันต ซึ่งขัดแยงกับการที่ V X U    

ดังน้ัน  cofonite(X, )  ไมเปนปริภูมิ 2T   

 

ทฤษฎีบทท่ี 5.11  ปริภูมิทอพอโลยี X จะเปนปริภูมิ 3T   ก็ตอเมื่อ สําหรับแตละ x X  และ

เซตเปด U  ใดๆท่ีคลุม x จะมีเซตเปด V ที่ซึ่ง x V V U    



ท อ พ อ โ ล ยี เ บื้ อ ง ต น  | 81 

 

 
 

บทพิสูจน   

( )  สมมติให X เปนปริภูมิ 3T  

ให x X  และเซตเปด U  ที่คลุม x  ดังนั้น A X U   จะเปนเซตปด ซึ่ง x A  

เนื่องจาก X เปนปริภูมิ 3T  ดังนั้นจะมีเซตเปด xV  และ AV  ที่คลุม x และ A ตามลําดับ ซึ่ง 

x AV V    

ดังน้ันเรามีวา x x A Ax V V X V X V X A U          

( )   ให x X  และเซตปด A X  ท่ีซึ่ง x A   

ดังน้ัน U X A   เปนเซตเปดซึ่งคลุม x 

โดยสมมติฐานจะไดวาเซตเปด V ท่ีซึ่ง x V V U     

ให  W X V   เราจะไดวา W เปนเซตเปดซึ่ง V W  และ 

A X (X A) X U X V W         

เพราะฉะนั้น X เปนปริภูมิ 3T          

 

 ทฤษฎีบทที่ 5.12 ปริภูมิทอพอโลยี X จะเปนปริภูมิ 4T   ก็ตอเม่ือ สําหรับเซตปด A X  

และเซตเปด U  ที่คลุม A จะมีเซตเปด V ที่ซึ่ง A V V U    

 

บทพิสูจน  พิสูจนไดในทํานองเดียวกับทฤษฎีบทท่ี 5.11       

 

ทฤษฎีบทที่ 5.13  ปริภูมทิอพอโลยี X จะเปนปริภูมิ 5T   ก็ตอเมื่อ สําหรับทุกๆเซตยอย 

Y X  เปนปริภูมิ 4T    

 

บทพิสูจน   ให Y X  และให A, B เปนเซตปดใน Y ที่ซึ่ง  A B  ดังนั้นจึงไดวา  

Y YA B A B       

โดยที่  YA  และ YB  แทนสวนปดของ A และ B ใน Y ตามลําดับ   

เนื่องจากเรามีวา Y XA A Y    และ   

เมื่อ XA  และ XB  แทนสวนปดของ A และ B ใน X ตามลําดับ 

ดังน้ัน   X X Y YA B Y A B      

เพราะฉะนั้น  X X X XA B A B Y A B Y           หรือ  XA B   

ในทํานองเดียวกันจะไดวา  XA B    

โดยนิยามของปริภูมิ 5T   เราไดวา  จะมีเซตเปด  U และ V ใน X ที่ซึ่ง A U  , B V   

และ U V   

นอกจากนั้น จะไดวา YA A Y U Y U      ซึ่งเปนเซตเปดใน Y  
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และ  YB B Y V Y V      และไดอีกวา  

      Y YU V U Y V Y U V Y           

     นั่นคือ Y เปนปริภูมิ 4T  

 ในทางกลับกัน ให A,B X  ที่ซึ่ง XA B    และ XA B   

เมื่อ XA  และ XB  แทนสวนปดของ A และ B ใน X ตามลําดับ 

ให  X XY X A B     

สังเกตวา     X X X XA A B A A B         

ในทํานองเดียวกันจะไดวา  X XB A B     

ดังน้ัน  A Y  และ B Y  และ Y เปนเซตเปดใน X 

ตอไปเราจะแสดงวา  Y YA B    เมื่อ YA  และ YB  แทนสวนปดของ A และ B ใน 

Y ตามลําดับ 

เรามีวา  Y Y X XA B A B Y      นั่นคือ  Y YA B    

โดยสมมติฐานเราไดวา จะมี เซตเปด U และ V ใน Y ที่ซึ่ง  YA A U   , 

YB B V   และ U V   แตเนื่องจาก Y เปนเซตเปดใน X   

ดังน้ัน U และ V จึงเปนเซตเปดใน X ดวย 

นั่นคือเราไดแสดงแลววา  X เปนปริภูมิ 5T           

 

ทฤษฎีบทที่ 5.14  ปริภูมอิิงระยะทางเปนปริภูมิ 4T  

 

บทพิสูจน  ให A และ B เปนเซตปดใดๆใน X โดยที่ A B  

เนื่องจาก X B  เปนเซตเปด และ A X B  ดังน้ันแตละ a A จะมี ar 0  ที่ซึ่ง 

aB(a;r ) B    

ในทํานองเดียวกันไดวา แตละ b B จะมี br 0  ที่ซึ่ง bB(b;r ) A   

ให a

a A

r
U B(a; )

2


  และ b

b B

r
V B(b; )

2


  เราจะไดวา U และ V เปนเซตเปดซึ่งคลุม 

A และ B ตามลําดบั 

สมมติให z U V   เราจะไดวามี 0a A  และ 0b B  ที่ซึ่ง 0a
0

r
z B(a ; )

2
  และ

0b
0

r
z B(b ; )

2
  หรอื  0a

0

r
d(z, a )

2
  และ 0b

0

r
d(z, b )

2
  

เพราะฉะนั้น 0 0a b
0 0 0 0

r r
d(a , b ) d(a , z) d(z,b )

2
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โดยไมเสียนัยทั่วไป สมมติให 
0 0a br r  ดังน้ันจะไดวา 

0 0 0 0

0

a b a a
0 0 a

r r r r
d(a ,b ) r

2 2

 
    นั่นคือ 

00 0 ab B(a ; r )  ซึ่งขัดแยง 

เพราะฉะนั้น U V           

 

 

ทฤษฎีบทที่ 5.15 ปริภูมิ 3T  ที่เปนปริภูมินับไดในรูปแบบที่ 2  จะเปนปริภูมิ 4T  

 

บทพิสูจน ให X เปนปริภูมิ 3T  ท่ีเปนแบบนับไดในรปูแบบที่ 2  พรอมทั้งฐานหลักสําหรับทอ

พอโลยีจํานวนนับได B 

ให A และ B เปนเซตปดใน X ซึ่ง A B  ดังนั้นจะไดวา  

สําหรับแตละ a A  จะไดวา X B  เปนเซตเปดซึ่ง  a X B    

เนื่องจาก X เปน ปริภูมิ 3T  โดยทฤษฎีบทท่ี 5.11  จะมีเซตเปด V ที่ซึ่ง  

a V V X B     

จากนั้นเราก็เลือกสมาชิก aU  ใน B  ที่ซึ่ง aa U V    เพราะฉะนั้น  a
a A

A U


   

เนื่องจาก  B  เปนเซตนับได  ดังนั้น  a i
a A i 1

A U U


 

     โดยที่  iU  B  และ   

iU X B   ทุกๆ i   

ในทํานองเดียวกันเราไดวาจะมี  j{V | j 1,2,...}   B  ที่ซึ่ง j
j 1

B V




   และ   

jV X A   ทุกๆ j   

ให i
i 1

U U




  และ j
j 1

V V




  สังเกตวา  U และ V อาจจะยังมีสวนที่ทับซอน  

ดังน้ันเราจะทําการปรบัปรุง U และ V ดังนี้                                

ให 
i

'
i i k

k 1

U U V


   และ 
j

'
j j k

k 1

V V U


   จะไดวา '
iU  และ '

jV  เปนเซตเปดสําหรับ

ทุกๆ i และ j  และถาเราให 
i

'

i 1

U U




 และ '
j

j 1

V V




  จะแสดงไดไมยากวา  A U  

และ B V   

สมมติใหมี  x U V   ดังนั้นจะมี 0 0i , j   ที่ซึ่ง  
0

0 0

i
'
i i k

k 1

z U U V


    และ   
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0

0 0

j
'
j j k

k 1

z V V U


    

โดยไมเสียนัยทั่วไป สมมติให 0 0i j  ดังน้ัน   
0i

z U  แต  
0i

z V  และ  
0j

z V  แต  

0i
z U   เกิดขอขัดแยง   ดังนั้น U V  

นั่นคือ X เปนปริภูมิ 4T           

 

ทฤษฎีบทที่ 5.16 ให X เปนปริภูมิ iT  โดยที่ i {0,1,2, 3, 4}  

1. ถา i j  แลว X จะเปนปริภูมิ jT  ดวย 

2. สําหรับ i 0,1,2, 3  จะไดวาทุกเซตยอยของ X จะเปนปริภูมิ iT  

3. สําหรับ i 4  จะไดวาทุกเซตยอยปดของ X จะเปนปริภูมิ iT  

 

บทพิสูจน  ขอ 1-2 เห็นไดชัดจากนิยาม 

ให X เปนปริภูมิ 4T  และ ให Y เปนปริภูมิยอยของ X ที่ปด 

ให A เปนเซตปดใดๆของ Y  และ YU  เปนเซตเปดใน Y ท่ีคลุม A  

ดังน้ัน Y XU U Y   สําหรับบางเซตเปด XU  ใน X 

เนื่องจาก Y เปนเซตปด จะได วา A เปนเซตปดใน X 

โดยทฤษฎีบทท่ี 5.12 จะไดวามีเซตเปด XV  ใน X ที่ซึ่ง X X XA V V U    

ดังน้ัน จะไดวา Y X Y X X YA A Y V V Y V V Y U Y U            

ดังน้ันโดยทฤษฎีบทที่ 5.12 เราจะไดวา Y เปนปริภูมิ 4T       

 

ทฤษฎีบทที่ 5.17  ให X เปนปริภูมิ 2T  และ A X   ที่กระชับ  ให x X A   แลวจะมี 

เซตเปด U และ V ที่คลุม A และ x ตามลําดับ ที่ซึ่ง U V   

 

บทพิสูจน  สังเกตวาแตละ a A  จะมีเซตเปด aU และ aV   ท่ีคลุม a และ x ตามลําดับที่ซึ่ง 

a aU V    

ดังน้ันเราจะไดวา a{U | a A}  เปนเซตปกเปดของ A และเนื่องจาก A เปนเซตกระชับจะได

วา มี 1 2 na ,a ,...,a A  ที่ซึ่ง 
i

n

a
i 1

A U


   

เราให  
i

n

a
i 1

U U


  และ 
i

n

a
i 1

V V


  ดังน้ันเห็นไดชัดวา U และ V คลุม A และ x 

ตามลําดับ และ U V          
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ทฤษฎีบทที่ 5.18  ทุกๆเซตยอยที่กระชับของปริภูมิ 2T  จะเปนเซตปด 

 

บทพิสูจน ให A เปนเซตยอยของปริภูมิ 2T ที่กระชับ X   

เราตองการพิสูจนวา A เปนเซตปด หรือ X A  เปนเซตเปด 

ให x X A   ดังน้ัน x A  โดยทฤษฎีบทที่ 5.17 จะไดวามีเซตเปด U และ V ท่ีคลุม x 

และ A ตามลําดับ ที่ซึ่ง U V   

เพราะฉะนั้นเราไดวา x U X V X A      

ดังน้ัน X A  เปนเซตเปด หรือ A เปนเซตปด       

 

ทฤษฎีบทที่ 5.19 ปริภูมิ 2T  ที่กระชับ จะเปนปรภูิมิ 4T  

 

บทพิสูจน ให A และ B เปนเซตปดใน ปริภูมิ 2T  ท่ีกระชับ X  ซึ่ง A B   

โดยทฤษฎีบทท่ี 4.13 จะไดวา A และ B เปนเซตกระชับ และ โดยทฤษฎีบทที่ 5.17 จะไดวา 

สําหรับแตละ a A  จะมีเซตเปด aU และ aV   ท่ีคลุม a และ B ตามลําดับที่ซึ่ง 

a aU V    

ดังน้ันเราจะไดวา a{U | a A}  เปนเซตปกเปดของ A และเนื่องจาก A เปนเซตกระชับจะได

วา มี 1 2 na ,a ,...,a A  ที่ซึ่ง 
i

n

a
i 1

A U


   

เราให  
i

n

a
i 1

U U


  และ 
i

n

a
i 1

V V


   

ดังน้ันเห็นไดชัดวา U และ V คลุม A และ B ตามลําดับ และ U V     

 
ทฤษฎีบทที่ 5.20  ให f : X Y  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีสอดคลอง 1-1 สมมติให X เปนเซต

กระชับ และ Y  เปนปรภิูมิ 2T  แลวจะไดวา f เปนฟงกชันสมานสัณฐาน 

 

บทพิสูจน  เราเพียงพอที่จะพิสูจนวาทุกๆเซตปด A ใน X จะตองไดวา f(A) เปนเซตปดใน Y 

ให A เปนเซตปดใดๆใน X  เนื่องจาก X เปนเซตกระชับเราจะไดวา A เปนเซตกระชับดวย  

และจากการที่ f เปนฟงกชันตอเน่ืองเราจะไดวา f(A)  เปนเซตกระชับใน Y 

โดยทฤษฎีบทท่ี 5.18 เราจะไดวา f(A) เปนเซตปดใน Y       
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 แบบฝกหัดประจําบทที่ 5 

 
1. ถา X เปนปริภูมินับไดแบบท่ี 2 และให A เปนเซตยอยที่นับไมได(uncountable subset) 

ของ X แลวจงแสดงวา มีจุดจํานวนนับไมไดใน A เปนจุดลิมิตของ A 

 

2. จงแสดงวาปริภูมิกระชับ X ที่มีการวัดระยะทาง เปนปริภูมินับไดแบบท่ี 2 

 

3. ให f : X Y  เปนการสงที่ตอเนื่องท่ีมีสมบัติวา  

f(U) เปนเซตเปดใน Y สําหรับทุกๆเซตเปด U ใน X 

จงแสดงวาถา X เปนปริภูมินับไดรูปแบบที่ 1 แลว f(X) เปนปริภูมินับไดแบบที่ 1 ดวย 

ในทํานองเดียวกัน ถา X เปนปริภูมินับไดรูปแบบที่ 2 แลว f(X) เปนปริภูมินับไดแบบที่ 2 

 

4. ให X เปนปริภูมิแยกกันได จงแสดงวาทุกๆกลุมของเซตเปดยอยที่ไมมีสวนรวมเก่ียวกันของ 

X มีจํานวนนับได 

 

5. จงแสดงวา X เปนปริภูมิ 0T  ก็ตอเมื่อ {x} {y}   สําหรับทุกๆจุด x, y X  ที่แตกตาง

กัน 

 

6. จงแสดงวาปริภูมิ 3T  ที่เชื่อมโยงท่ีมีสมาชิกมากกวาหนึ่งตัวจะตองเปนเซตนับไมได 

 
7. ให   f, g : X Y  เปนฟงกชันตอเน่ือง สมมติวา Y  เปนปริภูมิ 2T   

จงแสดงวา {x | f(x) g(x)}  เปนเซตปดใน X  

 
8.   ให   p : X Y  เปนฟงกชันตอเน่ืองที่ทั่วถึง ที่สมบัติวา   

p(C)  เปนเซตปดใน Y  สําหรับทุกๆเซตปด C X  

เราเรียกฟงกชัน p ท่ีมีสมบัติขางตนวาการสงแบบปด (closed map) 

สมมติวา X  เปนปริภูมิ 3T  จงแสดงวา Y  เปนปริภูมิ 3T   
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บทที่ 6 การประยุกตบนทฤษฎีจุดตรึง 

(Applications to fixed point theorems) 
 

ทฤษฎีจุดตรึง (Fixed point theory) เปนศาสตรที่วาดวยการหาหรือการพิสูจนการมีอยูของ

จุดตรึงสําหรบัฟงกชันท่ีสงบนเซตตัวเอง กลาวคือ ให f : X X  เปนฟงกชัน โดยที่ X  เปนเซต

ใด  จุดตรึงของ f  (fixed point of f) ก็คอืจุด x X  ท่ีซึ่ง  f(x) x  และแทนเซตของจุดตรึง

ทั้งหมดของ f  ดวย F(f)  หรือ F(f) {x X | f(x) x}     

ในการศึกษาทฤษฎีจุดตรึงมีปญหาที่ทําการศกึษาอยู 2 ปญหาใหญๆดงันี้ 

สําหรับฟงกชัน f : X X  ใดๆ 

 (1)  เมื่อใดท่ี  F(f)    (existence) 

 (2) ถา F(f)    แลวเมื่อใดที่ F(f)  จะมีสมาชิกแคเพียงหนึ่งเดยีว (uniqueness)   

โดยในงานวิจัยสวนใหญมีตนแบบมาจากทฤษฎีบทจุดตรึงของบานาค  (Banach’s Fixed Point 

Theorem) ซึ่งกลาววา สําหรับปริภูมิอิงระยะทางท่ีบริบูรณ (X,d)  และฟงกชัน f : X X  ท่ีมี

สมบัติวา d(f(x), f(y)) d(x, y)  สําหรับทุกๆ x, y X   โดยที่ [0,1)   

ฟงกชัน f ขางตนเรยีกวาการสงแบบหดตวั (contraction ) แลวจะไดวา ฟงกชัน f  มีจุดตรึงแคเพียง

จุดเดียว  

 สําหรับงานวิจัยในสวนท่ีผูเขียนสนใจนั้น เราสนใจสมบัติทางทอพอโลยีของ เซตจุดตรึง 

F(f) โดยมีงานวิจัยของ ศ.ดร.พิเชฐ ชาวหาเปนตนแบบ ซึ่งมีรายละเอียดดังจะกลาวตอไปนี้ 

 

 ให (X,d) เปนปริภูมิอิงระยะทางและ f : X X  เปนฟงกชันตอเนื่อง  เนื่องจากเรา

ตองการศกึษาสมบัติของ F(f)  ดังนั้นตลอดเนื้อหาท่ีเหลือในบทนี้ของสมมติให F(f)    

 

บทนิยาม 6.1  ให (X,d) เปนปริภูมิอิงระยะทางและ f : X X  เปนฟงกชันตอเนื่อง   

นิยามเซตจุดตรึง (fixed point set) และเซตการลูเขา (convergence set) ของ f ตามลําดับดังนี้  

F(f) {x X | f(x) x}    

และ           C(f) {x X |  ลําดับ n(f (x)) ลูเขา}   

โดยที่ n

n copies
f (x) f f f f (x)      

 

ขอสังเกต  จากบทนิยามขางตนเราไดวา F(f) C(f)  
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เราสังเกตวา สําหรับฟงกชันตอเนื่อง f : X X  จะกอใหเกิดฟงกชัน f : C(f) F(f)   ซึ่ง

นิยามโดย       n
n

f (x) lim f (x)


  

เรามีวา f (x) x   สําหรับทุกๆ x F(f)  

 ถา f เปนฟงกชันตอเนื่องแลว ฟงกชัน f จะเปนการสงหดตัว (retraction) จาก C(f)  

ลงมายัง F(f)  แตโดยทั่วไปแลว ฟงกชัน f ไมจําเปนจะตองเปนฟงกชันตอเนื่อง ดังตัวอยางตอไปนี้ 

 

ตัวอยาง 6.1  พิจารณาชวงปด [0,1]   นิยาม f : [0,1] [0,1]  โดย  
2f(x) x  

สําหรับ x [0,1]   จะได f เปนฟงกชันตอเนื่อง โดยที่  C(f) [0,1]  แต F(f) {0,1}  

พรอมกันนี้   f : C(f) F(f)   นิยามโดย 

2n
n

0 , 0 x 1
f (x) lim x

1 , x 1




     
 

ดังน้ัน f ไมเปนฟงกชันตอเน่ือง 

 

ตอไปเราพยายามท่ีจะหาเงื่อนไขที่จะทําใหฟงกชัน  f เปนฟงกชันตอเนื่อง 

 

บทนิยาม 6.2  ให (X,d) เปนปริภูมิอิงระยะทางและ f : X X  เปนฟงกชันตอเน่ือง นิยามเซต 

E(f) {x X |   ลําดับของฟงกชัน n(f ) มีความสมมูลตอเนื่อง(equicontinuous) ที่ x}  

นั่นคือ n(f ) มีความสมมูลตอเนื่อง(equicontinuous) ที่ x  ก็ตอเม่ือ ทุกๆ 0  จะมี 0   ท่ี

ซึ่งสําหรับ y   ถา  d(x, y)   แลว n nd(f (x), f (y))   ทุกๆ n    

 

บทนิยาม 6.3  สําหรบัฟงกชัน f : X X   เราจะกลาววา f  เปนการสงเสมือนไมขยายตัว 

(virtually nonexpansive) ถา  C(f) E(f)  

 

และไดเงื่อนไขสําหรับการที่ f เปนฟงกชันตอเนื่องดังทฤษฎีบทตอไปนี้ 

 

ทฤษฎีบทที่ 6.1  ถา f  เปนการสงเสมือนไมขยายตัว  แลว  f เปนฟงกชันตอเนื่อง 

 

บทพิสูจน   [1] ทฤษฎีบทที่ 1.4          
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โดยในการท่ีจะพิจารณาวา ฟงกชันใดจะเปนการสงเสมือนไมขยายตัวนั้น มีเครื่องมือที่ชวยตรวจสอบ

ดังทฤษฎีบทตอไปนี้ 

 

ทฤษฎีบทที่ 6.2  สําหรับฟงกชัน f : X X   เรามีวา 

C(f) E(f)    ก็ตอเม่ือ     F(f) E(f)  

 

บทพิสูจน   [1] ทฤษฎีบทที่ 1.8          

 

 

 นอกจากนี้เรามีวา สําหรับ p F(f)  เราให 1
pC (f) (f ) (p)   เราสามารถแสดงไดวา 

p
p F(f)

C(f) C (f)


    และ p qC (f) C (f)    เมื่อ p q  

 

บทตั้งที่ 6.3 ถา pC (f)  เปนเซตเชื่อมโยงเชิงวิถี ทุกๆ p F(f)  และ F(f)  เปนเซตเชื่อมโยงเชิง

วิถีดวย แลวจะไดวา C(f)  เปนเซตเชื่อมโยงเชิงวิถี 

 

บทพิสูจน   [2] บทต้ังที่ 2.8           

 

 ตอไปเราจะทําการขยายงานวิจัยขางตนไปยังผลคูณจํานวนอนันตแบบนับไดของปริภูมิอิง

ระยะทาง เพ่ือศึกษาสมบัติของเซตจุดตรงึและเซตลูเขา ดังจะกลาวตอไปนี้ 

 ให i i i{(X ,d )}  เปนกลุมของปริภูมิอิงระยะทาง เรานิยามปริภูมิผลคูณดังน้ี 

i i i
i i

X {f : X | f(i) X
 

  
 

   สําหรับ i }   

เพื่อความสะดวก เราจะแทนสมาชิก i
i

f X





 ดวย i if (x )    หรือเพียงแค i(x )    

ในปริภูมิผลคูณ i
i

X





 เรามีวิธีการนิยามการวัดระยะทางเพ่ือกอกําเนิดทอพอโลยีผลคูณ

(product topology)ไดหลายวิธี ตลอดหัวขอนี้เราจะใชการวัดระยะทางบน i
i

X





 ดังนิยาม

ตอไปน้ี 

สําหรับ i ix (x ), y (y ) 
i

i

X





 นิยามการวัดระยะทางใหเปน 
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i i id (x , y )
D(x, y) sup | i

i

          
  

โดยที่ i i i i i id (x , y ) min{d (x , y ),1}  ทุกๆ i   

 

 สําหรับแตละ i   ให i i if : X X เปนฟงกชันตอเน่ือง ดังนั้นจะกอนใหเกิดฟงกชันผล

คูณตอเน่ือง i i
i i

: X X
 

  
 

 กําหนดโดย  

i i i(x) (f (x ))     

สําหรับทุก  i i
i

x (x ) X


 


 

บทตั้งที่ 6.4 i
i

F( ) F(f )


 


 

 

บทพิสูจน  เห็นไดชัดจากบทนิยามของเซตจุดตรึง        

 

บทตั้งที่ 6.5 i
i

C( ) C(f )


 


 

บทพิสูจน  ให ix (x ) C( )    ดังนั้นจะมี  i i
i

y (y ) X


 


 ที่ซึ่ง n
n
lim (x) y


   

สําหรับจํานวนนับ m เราจะแสดงวา ลําดับ n
m m n(f (x ))  ลูเขา 

ให 0  เนื่องจาก n
n
lim (x) y


   ดังนั้นจะมี N  ซึ่งสําหรับ  

nn N D( (x), y)
m
     

เพราะฉะนั้นสําหรับ n N  เรามีวา   
n

m nm m md (f (x ), y )
D( (x), y)

m m
    

หรือ   n
m m m md (f (x ), y )    เพราะฉะนั้น n

m m mn
lim f (x ) y


  

เนื่องจาก  m  เปนจํานวนนับใดๆ ดังนั้น i i
i

x (x ) C(f )


 


 

 ในทางกลับกัน ให i i
i

x (x ) C(f )


 


 ดังนั้น i ix C(f )  ทุก i   

ดังน้ันมี i ix X   ที่ซึ่ง  n
i i in

lim f (x ) x


 ทุก i   

ตอไปเราจะแสดงวาลําดับ  n( (x))  ลูเขา  
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ให 0  โดยสมบัติของอารคิมิดิส จะมีจํานวนนับ M ที่ซึ่ง 1
M

   

สําหรับ i M  เน่ืองจาก i ix C(f )  ดังน้ันจะมี iN    ท่ีซึ่ง  
n

i i i i in N d (f (x ),x )    

ดังน้ัน สําหรับ in N   เรามีวา  
n

i i i id (f (x ), x ) 1 M
i i



   

ให  iN max{N | i 1,2,3,...,M}   และ i ix (x ) 
   

สําหรับ n N   เรามีวา 

in i i i

1 2 M1 1 1 2 2 2 M M M

d (f (x ), x )
D( (x), x ) sup | i

i

d (f (x ), x ) d (f (x ), x ) d (f (x ), x ) 1max , ,..., ,
1 2 M M

1max , ,..., ,
1 2 M M

 


     

           
          
           



 

นั่นคือ n
n
lim (x) x


   ดังนั้น ix (x ) C( )          

 

เนื่องจากเซต E( )  มีความซับซอนมากกวา เซต F( ) และC( )  ผูเขียนยังไมสามารถ

พิสูจนไดวาเซตดังกลาวสามารถเขียนในรูปผลคูณของแตละสวนประกอบได ถึงกระนั้นก็ตาม ในการ

พิสูจนทฤษฎีบทหลักในบทนี้  เราสามารถพิสูจนทฤษฎีบทตอไปนี้ได  
 

ทฤษฎีบทที่ 6.6  ให i i i{(X ,d )}  เปนกลุมของปริภูมิอิงระยะทาง และ i i if : X X เปนการสง

เสมือนไมขยายตัว แลวจะไดวา การสงผลคูณ i i
i i

: X X
 

  
 

 กําหนดโดย  

i i i(x) (f (x ))     

สําหรับทุก  i i
i

x (x ) X


 


  เปนการสงเสมอืนไมขยายตัว 

 

บทพิสูจน  โดยทฤษฎีบทที่ 6.2 เพียงพอที่จะแสดงวา F( ) E( )    

ให ix (x ) F( )    ไดวา i i if (x ) x ทุก i   

ให 0  โดยสมบัติของอารคิมิดิส จะมีจํานวนนับ N  ที่ซึ่ง 1
N

   

สําหรับ i N  เน่ืองจาก if เปนการสงเสมือนไมขยายตัว และ  i ix F(f )  ดังนั้น i ix E(f )  

เพราะฉะนั้น จะมี i 0   ที่ซึ่งสาํหรับ i iy X  
n n

i i i i i i i i id (x , y ) d (f (x ), f (y ))      ทุกๆ n    
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เนื่องจาก  i ix F(f )  เราไดวา  
n

i i i i i i i id (x , y ) d (x , f (y ))      ทุกๆ n    

สําหรับ i N  และ i iy X  เรามีวา n
i i i id (x , f (y )) 1  

ดังน้ัน      
n

i i i id (x , f (y )) 1 1
i i N

   

ให  imin | i 1,2, 3,...,N
i

         
 

แลว  สําหรบั i i
i

y (y ) X


 


 ถา D(x,y)   แลว สําหรับ i N  

i i i id (x , y )
D(x, y)

i i


     

ดังน้ัน    i i i id (x , y )    

ทําใหไดวา สําหรบั n    

n n
n n i i i i i

n
i i i i

n n n
1 1 1 1 2 2 2 2 N N N N

d (f (x ), f (y ))
D( (x), (y)) sup | i

i

d (x , f (y ))
sup | i

i

d (x , f (y )) d (x , f (y )) d (x , f (y )) 1max , ,..., ,
1 2 N N

1max , ,..., ,
1 2 N N

            
          
          
   





     

 

เพราะฉะนั้น ix (x ) E( )    นั่นคือ   เปนการสงเสมือนไมขยายตัว      

 

 

จากการสงผลคูณ i i
i i

: X X
 

  
 

 จะกอกําเนิดใหเกิดการสง 

: C( ) F( )    นิยามโดย  n
i i i in

((x )) ( lim f (x ))


     สําหรับทุก ix (x ) C( )    

และสังเกตวา  i i((x )) (x )   สําหรับทุก ix (x ) F( )    
 

 

 

บทแทรกท่ี 6.7  ให i i i{(X ,d )}  เปนกลุมของปริภูมิอิงระยะทาง และ i i if : X X เปนการสง

เสมือนไมขยายตัว แลวจะไดวาการสง : C( ) F( )     เปนฟงกชันตอเน่ืองดังนั้น จึงเปนการ

สงแบบหดตัว (retraction) 
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บทพิสูจน   โดยทฤษฎีบทที่ 6.6 จะไดวา i i
i i

: X X
 

  
 

 เปนการสงเสมือนไมขยายตัว  

ดังน้ัน โดย ทฤษฎีบทที่ 6.1 การสง : C( ) F( )     เปนฟงกชันตอเนื่อง     

 

 

ตัวอยาง 6.2  ให iX [0,1]    และให i i if : X X  นิยามโดย 
2
i

i i
i

x , i 1
f (x )

, i 1x

   
 

สําหรับทุก i ix X   เห็นไดชัดวา if  เปนฟงกชันตอเนื่องทุก i   นอกจากนี้ยังไดวา if  เปน

การสงเสมือนแบบไมขยายตัวทุก i   ยกเวน i 1  ฟงกชัน if  กอใหเกิดฟงกชัน 

i i
i i

: X X
 

  
 

 และทําใหไดวา  i

{0,1} , i 1
F(f )

[0,1] , i 1

   
 และ iC(f ) [0,1]

ทุก i   

ดังน้ันโดยบทตั้งท่ี 6.3  เรามีวา   

i
i

F( ) F(f )

{0,1} [0,1] [0,1] [0,1]
{0} [0,1] [0,1] [0,1] {1} [0,1] [0,1] [0,1]



 

    
        





  

 

และโดยบทตั้งที่ 6.4 เรามีวา  i
i

C( ) C(f ) [0,1] [0,1] [0,1]


     


   

สังเกต F( )  ไมใชเซตเชื่อมโยง โดยมีตัวแบงแยกคือ A {0} [0,1] [0,1] [0,1]       และ 

B {1} [0,1] [0,1] [0,1]       ดังนั้นการสง : C( ) F( )     ไมใชการสงท่ีตอเนื่อง 

เนื่องจาก C( )  เปนเซตเชื่อมโยงแต (C( )) F( )     ไมใชเซตเชื่อมโยง  

 

ตอไปจะเปนการแสดงความสัมพันธทางทอพอโลยีระหวางเซต C( )  และ F( )  

จากการสง i i
i i

: X X
 

  
 

 เรามีวา p
p F( )

C( ) C ( )
 

     โดยที่ 

  1

pC ( ) ({p})
      

และสําหรับ p,q F( )   ที่ซึ่ง p q  เรามีวา p qC ( ) C ( )       
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ถา i i
i

p ((p )) F( ) F(f )


   


 แลวเราจะไดวา  

 
i

1 1
p i i p i

i i

C ( ) ({p}) (f ) (p ) C (f )
  

 

     
 

 

 

บทแทรกท่ี 6.8 สมมติให iF(f ) เปนเซตเชื่อมโยงเชิงวิถี ทุก i    

ถา สําหรับ ip F(f )  เรามีวา p iC (f ) เปนเซตเชื่อมโยงเชิงวิถี แลว C( ) เปนเซตเชื่อมโยงเชิงวิถี 

 

บทพิสูจน  เนื่องเซตผลคูณจํานวนอนันตแบบนับไดของเซตเชื่อมโยงเชิงวิถี เปนเซตเชื่อมโยงเชิงวิถี  

เพราะฉะนั้น สําหรับแตละ i i
i

p ((p )) F( ) F(f )


   


 เซต 
ip p i

i

C ( ) C (f )


 


 เปน

เซตเชื่อมโยงเชิงวิถี  ดังนั้น เซต C( )  เปนเซตเชื่อมโยงวิถี เพราะวา เซต F( ) เปนเซตเชื่อมโยงวิถ ี 
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ดัชน ี
 

0T  space, 77     

1T  space, 77     

2T  space, 77     

3T  space, 77     

4T  space, 77     

5T  space, 77     

 

Axiom of choice, 3 

  

Banach’s contraction mapping theorem, 21  

basis for a topology, 27   

boundary point, 15   

bounded, 15    
    

cartesian product, 1    

Cauchy sequence, 18    

closed ball, 7    

closed set, 13, 32    

closure , 12,34     

coarser than, 27    

compact, 59,62    

compact space, 59    

compact subset, 59    

complete metric space, 20  

connected component, 58   

connected space, 50    

connected subset, 50    

continuous, 43    

continuous at, 38   

converge, 16,75 

convergence set, 87    

convergent sequence, 16, 75 

countable, 1    

cover, 59    
    

dense, 71    

diameter, 15    

disconnected space, 50  

disconnected subset, 50  

discrete metric , 6   

discrete space, 26   

discrete topology, 26    

disjoint , 1     

distance, 15    

diverge, 16      

divergent sequence, 16  

 

equivalence class, 3    

equivalence relation, 2  

eucledean metric,  4    

Extreme value theorem, 68  
    

finer than, 27    

fixed point, 21     

fixed point set , 87  

 

Hausdorff space, 77    

homeomorphic to, 40    

homeomorphism, 40  
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contraction, 21   
      

identity map, 39    

imbedding, 48     

inclusion, 41     

indiscrete space, 26    

indiscrete topology, 26   

interior, 8, 34     

Intermediate value theorem, 53 

 

limit, 16     

limit point, 12     

limit point compact, 63   

locally connected, 57    
locally path connected, 57   

lower limit topology, 38  

 

metric, 4    

metric space, 4   

metrizable space, 71  

 

neighborhood, 10   

normal space, 77   

  

open ball, 7     

open cover, 59   

open set, 8, 25   
     

path, 54     

path connected component, 58 

path connected space, 54   

product space, 30    

product topology, 30   
 

regular space, 77    

restriction, 41    

retract, 88     

retraction, 93   

      

seperable space, 71    

separated, 50     

separation, 49     

sequence, 16     

Sequence Lemma, 20, 75   

sequencially compact , 63   

subsequence, 17   

subspace, 31    

subspace topology, 31 

 

topological space, 25    

topology, 25     

topology generated by, 28   

totally bounded, 66    

Tube Lemma, 61   
   

uncountable, 1    

union, 1     

upper bound, 1 
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กระชับ, 59,62 

กระชับจุดลิมิต, 63 

กระชับโดยลําดับ, 63 

การจํากัด, 41 

การเปนเซตยอย, 41 

การวัดระทางของยูคลิด, 4 

การวัดระยทางวิยุต, 6 

การวัดระยะทาง, 4 

การสงเชิงหดตัว, 93 

การสงเอกลักษณ, 39 

การหด, 88 

 

ขอบเขตบน, 1 

 

ความสัมพันธเทียบเทา, 2 

 

จุดขอบ, 15 

จุดตรึง, 21 

จุดลิมิต, 12 

 

ชั้นเทียบเทา, 3 

เช่ือมโยงเฉพาะที่, 57 

เช่ือมโยงเฉพาะที่เชิงวิถี, 57 

 

เซตกระชับยอย, 59 

เซตจุดตรึง, 87 

เซตปก, 59 

เซตปกเปด, 59 

เซตปด, 13, 32 

เซตเปด, 8, 25 

เซตยอยเช่ือมโยง, 50 

เซตยอยไมเชื่อมโยง, 50 

เซตลูเขา, 87 

 

ฐานหลักสําหรับทอพอโลยี, 27 

 

ตอเน่ือง, 43 

ตอเน่ืองที,่ 38 

 

ทฤษฎีการสงแบบหดตัวของบานาค, 21 

ทฤษฎีบทคากลาง, 53 

ทฤษฎีบทคาสุดขีด, 68 

ทอพอโลยี, 25 

ทอพอโลยีกอกําเนิดโดย, 28 

ทอพอโลยีขอบเขตลาง, 38 

ทอพอโลยีผลคณู, 30 

ทอพอโลยียอย, 31 

ทอพอโลยีวิยุต, 26 

ทอพอโลยีอวิยุต, 26 

 

นับได, 1 

นับไมได, 1 

 

บทตั้งทอ, 61 

บทตั้งลําดับ, 20, 75 

บอลปด, 7 

บอลเปด, 7 

แบงแยกจากกัน, 50 
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ปริภูมเฮาสดอรฟ, 77 

ปริภูมิ 0T , 77 

ปริภูมิ 1T , 77 

ปริภูมิ 2T , 77 

ปริภูมิ 3T , 77 

ปริภูมิ 4T , 77 

ปริภูมิ 5T , 77 

ปริภูมิกระชับ, 59 

ปริภูมิเชื่อมโยง, 50 

ปริภูมิเชื่อมโยงเชิงวิถี, 54 

ปริภูมิทอพอโลยี, 25 

ปริภูมิปรกต,ิ 77 

ปริภูมิผลคูณ, 30 

ปริภูมิมีระยะทาง, 71 

ปริภูมิไมเช่ือมโยง, 50 

ปริภูมิยอย, 31 

ปริภูมิแยกกันได, 71 

ปริภูมิวิยุต, 26 

ปริภูมิสมํ่าเสมอ, 77 

ปริภูมิอวิยุต, 26 

ปริภูมิอิงระยะทาง, 4 

ปริภูมิอิงระยะทางบริบูรณ, 20 

 

ผลคูณคารทีเซียน, 1 

 

ฝงใน, 48 

 

ฟงกชันสมานสัณฐาน, 40 

มีขอบเขต, 15 

มีขอบเขต, 15 
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