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คาํนํา 
 ในทางคณิตศาสตร วิชาทอพอโลยี เปนวิชาที่วาดวยการศึกษาสมบัติทางเรขาคณิตของวัตถุ

ซึ่งสามารถถูกรักษาภายใตการเปลี่ยนรปูอยางตอเนื่อง (continuous deformation) ตัวอยางเชน 

การยืด การหด การบิดตัว การงอ  แตการเปลี่ยนรปูซึ่งเปนสาเหตุใหเกิดการฉีกขาด หรือเกิดการนํา

วัตถุมาตัดแปะกัน ไมถือวาเปนการเปลี่ยนรปูอยางตอเนื่อง ดังนั้นจึงไมแปลกที่นักทอพอโลยีจะมอง

วัตถุวาเปนยางที่สามารถยืดหยุนเปลี่ยนรูปได ดังท่ีมีคํากลาววา นักทอพอโลยีมองแกวกาแฟกับโดนัท

เปนสิ่งเดียวกัน 

 

 
ที่มา : https://cems.riken.jp/en/laboratory/qmtrt 

 

 ปริภูมิทอพอโลยี คือ เซตท่ีมีการนิยามโครงสรางซึ่งเรียกวา ทอพอโลยี จากนิยามดังกลาวทํา

ใหเราสามารถพูดถึงการเปลี่ยนรูปอยางตอเนื่องบนปริภูมิได โดยการเปลี่ยนรูปท่ีศึกษาในวิชาทอพอโล

ยีนั้นมีอยูดวยกันหลักๆอยูสองแบบ แบบแรกเรียกวา การสงแบบสมานสัณฐาน (homeomorphism) 

และแบบที่สองเรียกวา การสงแบบฮอมอโทป (homotopies) ตัวอยางสมบัติทางเรขาคณิตท่ีถูกรักษา

ภายใตการสงดงักลาวเชน  

 ความกระชับ (compactness) ซึ่งทําใหเราเห็นความแตกตางระหวาง เสนตรง กับ 

วงกลม 

 ความเชื่อมโยง (connectedness) ซึ่งทําใหเราเห็นความแตกตางระหวางวงกลม 1 วง 

กับวงกลม 2 วงท่ีไมทับซอนกัน 

วิชาทอพอโลยีเปนวิชาที่ถูกคิดคนมาในศตวรรษที่ 90 ซึ่งถือวาเปนศาสตรยุคใหม ถาเทียบ 

กับสาขาวิชาอ่ืนๆทางคณิตศาสตร เชน พีชคณิต หรือ ทฤษฎีจํานวน  วิชาทอพอโลยีสามารถนําไป

ประยุกตใชใหเกิดประโยชนตางๆไดมากมาย ตัวอยางเชน การศึกษาโครงสรางโมเลกุลของ DNA ผาน

ทฤษฎีเงื่อนปม (Knot theory)  การศึกษาโครงสรางขอมูลขนาดใหญ (Big data) ผานการวิเคราะห

ขอมูลเชิงทอพอโลยี (Topological data analysis)  การศึกษาทฤษฎีควอนตัมในฟสิกสผานมุมมอง

ทฤษฎีสนามควอนตัมทอพอโลยี (Topological quantum field theory) 



 

 หนังสือเลมนี้มีการจัดเรียงเนื้อหาดังนี้ ผูเขียนเริ่มดวยการทบทวนความรูพ้ืนฐานเพ่ือนําเขาสู

บทเรียน จากนั้นใน บทที่ 1 กลาวถึงปริภูมิอิงระยะทางซึ่งเปนการขยายการวัดระยะทางบนเซตของ

จํานวนจริง  บทที่ 2 กลาวถึงปริภูมิทอพอโลยีซึ่งเปนปริภูมิที่ถูกขยายมาจากปริภูมิอิงระยะทาง บทท่ี 

3 กลาวถึงการสงที่ตอเนื่องระหวางปริภูมิทอพอโลยีรวมถึงสมบัติตางๆ บทที่ 4 กลาวถึงความ

เชื่อมโยงและความกระชับบนปริภูมิทอพอโลยี บทที่ 5 กลาวถึงการจําแนกชนิดของปริภูมิทอพอโลยี

โดยใชสัจพจนการนับได และ สัจพจนการแบงแยก และบทที่ 6 บทสุดทายเปนการประยุกตนําความรู

ที่เรียนมาใชกับทฤษฎีจุดตรึง 

สุดทายนี้ผูเขียนหวังวาหนังสือเลมนี้จะมีประโยชนกับผูเรียนที่สนใจศึกษาวิชาทอพอโลยีขั้น

พ้ืนฐาน และถามีขอผิดพลาดประการใดผูเขียนตองขออภัยมา ณ ที่นี้  
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ความรูพื้นฐาน 

(Basic concepts) 

 ในหัวขอนี้ผูเขียนไดรวบรวมความรูพ้ืนฐานที่จําเปนตอการศกึษาหนังสือเลมนี้ สําหรับผูอานที่

ตองการเน้ือหาเพิ่มเติมสามารถหารายละเอียดเพ่ิมเติมไดจาก หนังสือในรายวิชาหลักคณิตศาสตร 

(Principle of mathematics) และทฤษฎีเซต (Set theory)  

 ตอไปจากนี้เราจะใหสัญลักษณ , , ,    และ  แทนเซตของจํานวนนับ (natural 

numbers) เซตของจํานวนเต็ม (intergers)  เซตของจํานวนตรรกยะ (rational numbers) เซตของ

จํานวนจริง (real numbers) และเซตของจํานวนเชิงซอน (complex numbers) ตามลําดับ  

 สําหรบั A   เราจะกลาววา จํานวนจริง u  เปนขอบเขตบน (upper 

bound) ของ A  เม่ือ  u a , a A     

ในทํานองกลับกัน จํานวนจริง   เปนขอบเขตลาง (lower bound) ของ A  เมื่อ  

a , a A    
เรานิยาม supA ใหเปนขอบเขตบนตัวที่เล็กสุด (least upper bound หรือ 

supremum) ของ A (ถาม)ี  และ inf A  ใหเปนขอบเขตลางตัวที่ใหญสุด 

(greatest lower bound หรือ infimum) ของ A (ถามี) 

ถา supA A  เราจะเขียนแทน supAดวย maxA  เรียกวาคาสูงสุด

(maximum) ของ A  และ ถา inf A A  เราจะเขียนแทน inf Aดวย minA 

เรยีกวาคาต่ําสุด(minimum) ของ A  

 สําหรบัเซต X  ใดๆ และ A, B X  

-  P(X) {S | S X}   แทนเซตกําลัง (power set) ของ X  

-  A B {x | x A   หรือ x B}  แทน ยูเนียน (union) ของเซต A และB  

-  A B {x | x A   และ x B}  แทน อินเตอรเซกชัน (intersection) ของ

เซต A และ B ถา A B   เรากลาววา A ไมมีสวนรวม (disjoint) กับ B  

-  A B {x | x A   แต x B}  แทน ผลตาง (difference) ของเซต A และ

B 
-  เราจะกลาววา X  เปนเซตนับได (countable set) ถา X  หรือมีฟงกชัน

ท่ัวถึง f : X  และจะกลาววา X  เปนเซตนับไมได (uncountable set) ถา 

X  ไมเปนเซตนับได 
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 สําหรบัเซต 1 2 3 nX , X , X , , X  เรานิยาม ผลคูณคารทีเชียน (cartesian 

product) แทนดวย 1 2 3 nX X X X     ใหเปนเซต  

1 2 3 n i i{(x , x , x , , x ) | x X  สําหรับทุก i 1, 2,3, , n}   

โดยเฉพาะอยางย่ิง ถา iX  เทากับเซต X  สําหรับทุก i 1,2,3, , n  เราจะเขียน

แทน 1 2 3 nX X X X     ดวย nX  

 สําหรบัเซต X  ใดๆ และ A P(X)  เรานิยาม  

-  A  =  {x | x A , A    A }  

-  A  =  {x | x A , A    A }  

โดยเฉพาะอยางย่ิง ถา A  = {A | I }   โดยที่ I  คือเซตดัชนี  เรามีสมบัติ

เรยีกวา กฎของเดอรมอแกน (De Morgan’s law) ดังนี้ 

-  
I

X A


   =  
I
(X A )


  

-  
I

X A


   =  
I
(X A )


  

 สําหรบัเซต X, Y  ใดๆ และ f : X Y  ถา A X  และ B Y  แลวเรา

นิยาม 

f (A) {f (a) | a A}   เรียกวา ภาพ(image) ของ A ภายใต f  และนิยาม 
1f (B) {x X | f (x ) B}     เรยีกวา ภาพผกผัน(preimage) ของ Bภายใต f  

เรามีสมบัติของภาพและภาพผกผันภายใต f ดังน้ี 

-  f (X A) f (X) f (A)    โดยจะเทากันเมื่อ f  เปนฟงกชัน 1-1 

-  1 1f (Y B) X f (B)     

-  1f (f (A )) A   โดยจะเทากันเมื่อ f  เปนฟงกชัน 1-1 

-  1f (f (B)) B   โดยจะเทากันเมื่อ f  เปนฟงกชันทั่วถึง 

 สําหรบัเซต X, Y  ใดๆ และ f : X Y  ถา {A | I} P (X )     และ 

{B | J} P(Y)    โดยที่ I  และ J แทนเซตดัชนี แลวเรามีวา 

-  
I I

f ( A ) f (A ) 
 

   

-  
I I

f ( A ) f (A ) 
 

   โดยจะเทากันเมื่อ f  เปนฟงกชัน 1-1 

-  1 1

J J
f ( B ) f (B ) 

 
 

   

-  1 1

J J
f ( B ) f (B ) 

 
 

   

 สําหรบัเซต X  ใดๆ ให   แทนความสัมพันธบนเซต X  นั่นคือ X X   

เราจะกลาววา  เปนความสัมพันธสมมูล (equivalence relation) ถา 
สอดคลองสมบัติสามขอตอไปนี้  สําหรับ x, y, z X  เรามีวา 



ท อ พ อ โ ล ยี เ บ้ื อ ง ต น  | 3 

 

 
 

(i)  x x  (reflexive) 

(ii) ถา x y  แลว y x  (symmetric) 

(iii) ถา x y  และ y z  แลว x z   (transitive) 

สําหรบัความสัมพันธสมมูล  บนเซต X  และ  x X  เรานิยามชั้นสมมูล 

(equivalence class) ของ x  ภายใต  ใหเปนเซต 

 x {y X | x y}    

และใหสัญลักษณ  X
แทนเซตของชั้นสมมูลทั้งหมดภายใต  

เรามีวา X
  เปนผลแบงกั้น (partition) กลาวคือ X X   และสําหรับ ชั้น

สมมลูสองชั้นสมมูลใดๆที่แตกตางกันจะอินเตอรเซกกันเปนเซตวาง 

 สัจพจนการเลือก (Axiom of Choice) กลาววา  

สําหรบัเซต S = i i I{S }   โดยที่ iS    ทุกๆ i I  เม่ือ I  แทนเซตดชันี   

แลวจะมี เซต i i I(x )   โดยที่  i ix S  ทุกๆ i I  

ตลอดหนังสือเลมนี้ ผูเขียนยอมรับสัจพนการเลือกขางตนวาเปนจริง  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



4 | ท อ พ อ โ ล ยี เ บื้ อ ง ต น  

 

บทที่ 1 ปริภูมิอิงระยะทาง  

(Metric spaces) 

 ในการวิเคราะหเชิงจํานวนจริง (Real Analysis) เราไดศึกษาสมบัติตางๆบนเซตของจํานวน

จริง หนึ่งในสมบัติที่นาสนใจก็คือ สําหรับจุดสองจุดใดๆบนเสนจํานวนเราสามารถวัดระยะทางระหวาง

จุดสองจุด โดยเราสามารถสังเกตไดวาการวัดระยะทางนั้นมีสมบัติดังตอไปนี้ 

 1. ระยะทางสําหรบัจุดสองจุดใดๆมีคาไมติดลบ 

 2. ระยะทางระหวางจุดสองจุดซึ่งเปนจุดเดียวกันมีคาเทากับศูนย 

 3. ระยะทางระหวางจุด A ไปยังจุด B มีคาเทากับระยะทางจากจุด B ไปยังจุด A 

 4. ระยะทางระหวางจุด A ไปยังจุด B มีคานอยกวาหรือเทากับ ระยะทางจากจุด A ไปยัง 

จุด B โดยเดินผานจุดที่สาม C  

จากสมบัติของการวัดระยะทางดังกลาวทําใหเราสามารถนํามาประยุกตนิยามปริภูมิอิงระยะทางบน

เซตใดๆไดดังตอไปนี้ 

 
บทนิยาม 1.1  กําหนดให X  เปนเซตใดๆที่ไมวาง  การวัดระยะทางบนเซต X  (metric on X ) 

คือ ฟงกชัน d: X X  ซึ่งมสีมบัติวา  สําหรับ x, y, z X  

d1. d(x, y) 0  

d2. d(x, y) 0 x y    

d3. d(x, y) d(y, x)  

d4. d(x, z) d(x, y) d(y, z)     [อสมการสามเหลี่ยม (Triangle Inequality)] 

และเราเรียกคูไมอันดับ  (X,d)  วาปริภูมิอิงระยะทาง (metric space) 

 
ตัวอยางที่ 1.1   

1.1.1  ให   แทนเซตของจํานวนจริง และนิยาม usuald (x, y) | x y |    สําหรับ x, y    

จากสมบัติของคาสัมบูรณเราเห็นไดชัดวา usuald เปนการวัดระยะทางบน   และ ถูกเรียกวาการวัด

ระยะทางแบบปกติบน   

 

1.1.2   สําหรับ  2      เราสามารถนิยามการวัดระยะทางแบบยูคลิด(Eucledean metric)

ไดดังนี้  สําหรับ 2
1 2 1 2(x , x ),(y , y )     นิยาม 

2 2
e 1 2 1 2 1 1 2 2d ((x , x ),(y , y )) (x y ) (x y )     
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เราสามารถพิสูจนไดวา ed  สอดคลอง d1. – d3.  จากอสมการสามเหลี่ยนบน   และจากการ

พิสูจนแบบยอนกลับเราสามารถแสดงไดไมยากวา ed  สอดคลอง d4. 

ในทํานองเดียวกัน บน n  โดยที่ n เปนจํานวนนับ เราสามารถนิยามการวัดระยะทางแบบ

ยูคลิดไดดังนี้ สําหรับ n
1 2 n 1 2 n(x , x , ..., x ),(y , y , ..., y )     นิยาม 

2 2 2
e 1 2 n 1 2 n 1 1 2 2 n nd ((x , x ,..., x ),(y , y ,..., y )) (x y ) (x y ) (x y )         

เราเห็นไดชัดวา ed  สอดคลอง d1. – d3.  ตอไปจะแสดงวา ed  สอดคลอง d4.  

เพื่อใหงายตอการพิสูจนเราจะใหสัญลักษณดังตอไปนี้ สําหรับ 1 2 np (x ,x ,..., x )  และ 

1 2 nq (y ,y ,..., y )  นิยาม  p p p    โดยที่ p p  แทนผลคูณเชิงสเกลา (dot product)

ดังน้ัน จะไดวา ed (p, q) p q   

ในการแสดงวา ed  สอดคลอง d4. นั้นเราตองอาศัยอสมการ โคชี-ชวารซ (Cauchy-Schwarz 

Inequality) ซึ่งกลาววาสําหรับ 1 2 np (x ,x ,..., x )  และ 1 2 nq (y ,y ,..., y )  ไดวา 

p q p q   

ดังน้ันจึงไดวา  
2

p q (p q) (p q)      

                       
2 2

p 2(p q) q     

       
2 2

p 2 p q q     

       
2 2

p 2 p q q    

        2p q   

หรอื     p q p q    

เพราะฉะนั้น สําหรับ 1 2 np (x ,x ,..., x ) , 1 2 nq (y ,y ,..., y )  และ 
n

1 2 nr (z , z ,..., z )    เราไดวา  

      ed (p, r) p r   

p q q r     

               p q q r     

               e ed (p, q) d (q, r)   

 

ดังน้ัน n
e( , d )  เปนปริภูมิอิงระยะทาง เรียกวา ปริภูมิของยูคลิด (Euclidean space) 

1.1.3 กําหนดให X  เปนเซต และนิยาม disd : X X    โดย   

dis

0 , x y
d (x, y)

1 , x y

   
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เราสามารถแสดงไดไมยากวา disd  เปนการวัดระยะทางบนเซต X ดังนั้น dis(X,d )  เปนปริภูมิองิ

ระยะทาง ซ่ึงถูกเรียกวา ปริภูมวิิยตุ (discrete space)  

1.1.4 ให B( )  แทนเซตของลําดับของจํานวนจริงท้ังหมดที่มีขอบเขต  

( ลาํดับ n(x )  มีขอบเขต ก็ตอเมื่อ มีจํานวนจริงบวก M ที่ซึ่ง nx M  ทุก n    ) 

นิยาม supd : B( ) B( )     โดย 

           sup n n n n
n

d ((x ),(y )) sup x y


 


 

สําหรับทุก n n(x ),(y ) B( )   

เห็นไดชดัวา supd  สอดคลอง d1. – d3.  และ สําหรับ n n n(x ),(y ),(z ) B( )    เรามีวา สําหรับ

แตละ n    

n n n n n nx z x y y z      

                                 n n n n
n n
sup x y sup y z
 

   
 

   

 

ดังนั้น  sup n n sup n n sup n nd ((x ),(z )) d ((x ),(y )) d ((y ),(z ))   

นั่นคือ  supd  สอดคลอง d4.  เพราะฉะนั้น sup(B( ),d )  เปนปริภูมิอิงระยะทาง   

 

1.1.5 ให C[0,1] {f : [0,1] [0,1] | f  เปนฟงกชันตอเนื่อง}  นิยาม 

1

A

0

d (f,g) f(x) g(x) dx   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

จากรูปเราจะไดวา Ad (f,g) พ้ืนท่ีของบริเวณ R นั่นเอง  เห็นไดชัดวา Ad  สอดคลอง d1. – d3.  

และจากความจริงที่วาสําหรับฟงกขัน f(x), g(x) 0  ตอเนื่องท่ีนิยามบนชวงปด[a, b]    ถา 

 

 

1 

1 

y 

x 0 
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f(x) g(x)  แลว 

b b

a a

f(x)dx g(x)dx   เราสามารถแสดงไดวา Ad  สอดคลอง d4. ดังนั้น 

A(C 0,1 , d )     เปนปริภูมิอิงระยะทาง 

 สาํหรับปริภูมิอิงระยะทาง (X,d)  และ เซตย่อย  Y  ของ X  เราสามารถพิจารณา Y  

เป็นปริภูมิอิงระยะทางทีÉถูกถ่ายทอดจาก X  ไดด้งันิยามตอ่ไปนี Ê 

 
บทนิยาม 1.2 กําหนดให Y  เปนเซตยอยของ ปริภูมิอิงระยะทาง (X,d)  เราสามารถพิจารณา การ

จํากัดโดเมนของ การวัดระยะทาง จาก d เปน |Y Yd   ซ่ึงเปนการวัดระยะทางบน Y  เราเรียก 

|Y Y(Y, d )  วาเปน ปริภูมอิิงระยะทางยอย(subspace)  ของ (X,d)  

 
ตัวอยาง 1.2  ให Y [0,1)  เปนชวงบนเสนจํานวนจริง usual( , d )  เราไดวา usual(Y,d )ปริภูมิ

อิงระยะทางยอย ของ usual( , d )  

 ตอไปจะนิยามเซตยอยของปริภูมิอิงระยะทางที่สําคัญในการศึกษาสมบัติตางๆ ซ่ึงก็คือบอล

เปดและบอลปดดังตอไปนี้ 

 

บทนิยาม 1.3  กําหนดให  (X, d)  เปนปริภูมิองิระยะทาง สําหรับจํานวนจริง r 0  และ x X   

เรานิยาม  

บอลเปดจุดศูนยกลาง ที่ x  รัศมี r  ใหเปน  (open ball centered at x with radius r) 

B(x; r) {y X | d(x, y) r}    และ 

บอลปดจุดศูนยกลาง ที่ x  รัศมี r  ใหเปน  (closed ball centered at x with radius r) 

cB (x; r) {y X | d(x, y) r}    
 

ตัวอยาง 1.3  

1.3.1 สําหรับ usual( , d )  เราไดวาชวงเปด (a,b)ใดๆ  เปนบอลเปด นั่นคือ   

a b b a(a,b) B( ; )
2 2
   

 
 

 
 
1.3.2  สําหรับ 2

usual( , d )  , 2
0 0(x , y )    และ r 0 ไดวา  

2 2
0 0 0 0B((x , y ); r) {(x, y) | (x x ) (y y ) r}      

a b  
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นั่นคือบริเวณภายในวงกลมจุดศูนยกลางที่ 0 0(x , y ) และรัศมี r ดังรูปตอไปนี้ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
บทนิยาม 1.4  กําหนดให  (X, d)  เปนปริภูมิองิระยะทาง และ U X  เรากลาววา U  เปนเซต

เปด (open set) ของ X  ก็ตอเมื่อ สําหรับ x  ใดๆ ใน U  จะมี จํานวนจริง xr 0  ที่ซึ่ง 

xx B(x; r ) U   x x[ x U r 0,x B(x;r ) U]       

 

 

ทฤษฎีบทท่ี 1.1  ทุกๆบอลเปดเปนเซตเปด  

 

บทพิสูจน    ให  (X,d)  เปนปริภูมิอิงระยะทาง x X  และ r 0   

ตองการแสดงวา B(x; r)  เปนเซตเปด  

ให y B(x; r)  ไดวา d(x, y) r  ดังนั้นกําหนดให  yr r d(x, y) 0     

ถัดไปจะแสดงวา  yB(y; r ) B(x; r)    

ให  yz B(y;r )  ไดวา 

yd(x, z) d(x, y) d(y, z) d(x, y) r d(x, y) r d(x, y) r         

แสดงวา  y B(y;b) B(x; r)   เพราะฉะนั้น B(x; r)  เปนเซตเปด     

 
บทนิยาม 1.5  กําหนดให  (X, d)  เปนปริภูมิองิระยะทาง และ E X  จุด x E  จะเปน จุด

ภายในของเซต E (interior point of E)  กต็อเมื่อ  มีจํานวนจริง r 0  ที่ซึ่ง B(x;r) E  

และแทนเซตของจุดภายในทั้งหมดของ E ดวย  Int(E)  หรือ E   

x x[x E r 0,B(x;r ) E]      
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ขอสังเกต  จากบทนิยามเราไดวา   E E   

 

ตัวอยาง 1.4 

1.4.1 สําหรับ usual( , d )  และ ให E (a,b),[a, b),(a,b]   หรือ [a,b]  เราไดวา  E (a,b) 
สําหรับทุกๆ a, b    และไดอีกวา   

c, , ,            

เมื่อ c  แทนเซตของจํานวนอตรรกยะ 

 

1.4.2 สาํหรับ 2
usual( , d )  และให  E [1,2) (1,2]   เราจะไดวา E (1,2) (1,2)    

 

 

 

 

 

 

                                                                                                                                           
 
ทฤษฎีบทท่ี 1.2  กําหนดให  (X,d)  เปนปริภูมิอิงระยะทาง ถา E X  แลวเราไดวา  E  เปน

เซตเปด 

 

บทพิสูจน  ให x E   ไดวาจะมี r 0  ท่ีซึ่ง x B(x; r) E    

ตอไปเราตองการแสดงวา  B(x;r) E  

ให z B(x; r)  ดังนั้น d(x, z) r  จากนั้นไดวา ถาเราให r ' r d(x, z)   แลว r ' 0  

ให y B(z;r ')   จะไดวา  d(y,z) r '  

ดังนั้น   d(x, y) d(y, z) d(z, x) r ' d(z, x) r      

นั่นคือ y B(x, r)  หรือ  B(z; r ') B(x, r) E   

เพราะฉะนั้น B(x;r) E  หรือ E  เปนเซตเปด นั่นเอง       

 

บทแทรก 1.3   กําหนดให  (X,d)  เปนปริภูมิอิงระยะทาง ถา E X  แลวเราไดวา   

E เปนเซตเปด ก็ตอเมื่อ E E   

 

บทพิสูจน   ไดโดยตรงจากทฤษฎีบทท่ี 2            

 

1 2 

2 

1 
 

1 2 

2 

1 
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บทนิยาม 1.6  กําหนดให  (X, d)  เปนปริภูมิองิระยะทาง  x X และ N X  เราจะกลาววา  

N  เปนยานใกลเคียงของ x  (neighborhood of x) ถามี r 0  ที่ซึ่ง B(x; r) N   

และถา N  เปนเซตเปด เราจะเรียก N วา ยานใกลเคียงเปดของ x (open neighborhood of x) 

 

ขอสังเกต   

1. สําหรับเซตเปด N  ใดๆ เราจะไดวาทุกๆ x N เราไดวา N วา ยานใกลเคียงเปดของ x  

2. สําหรับยานใกลเคยีง N ของ x , N  ไมจําเปนตองเปนเซตเปด 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
ตอไปเปนสมบัติท่ีสําคัญของเซตเปดใดๆบนปริภูมิอิงระยะทาง 

 

ทฤษฎีบทท่ี 1.4   

1.4.1  ยูเนียนของเซตเปดใดๆเปนเซตเปด 

(Any arbitrary unions of open sets are open) 

1.4.2 อินเตอรเซกชันจํานวนจํากัดของเซตเปดเปนเซตเปด 

(Any finite intersections of open sets are open) 

 

บทพิสูจน  

1.4.1  ให I{U }   เปนกลุมของเซตเปด โดยท่ี I  เปนเซตดัชนี 

กําหนดให  
I

U U


  ตองการแสดงวา U  เปนเซตเปด 

ให x U  ดังนั้น  
0

x U   สําหรับบาง 0 I     เนื่องจาก 
0

U  เปนเซตเปด ดังนัน้มี r 0  

ที่ซึ่ง  

0
x B(x; r) U U     นั่นคือ  U  เปนเซตเปด 

x 

N 
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1.4.2  ให n
i i 1{U }   เปนกลุมของเซตเปด iU สําหรับ i 1,2,..., n  

กําหนดให  
n

i
i 1

V U


  ตองการแสดงวา  V เปนเซตเปด 

ให x V  ดังน้ัน ix V  สําหรับทุกๆ i 1,2,..., n  เนื่องจาก iV  เปนเซตเปด ดังนั้น มี 

ir 0  ท่ีซึ่ง i ix B(x; r ) V    ทุกๆ  i 1,2,..., n   

กําหนดให  1 2 nr min{r , r ,..., r }  ดังนั้นไดวา  i iB(x; r) B(x, r ) V   สําหรับทุกๆ  

i 1,2,..., n   ไดวา  
n

i
i 1

x B(x;r) U V


     นั่นคือ  V เปนเซตเปด    

 

ขอสังเกต  จากทฤษฎีบทที่ 1.1 เรามีวาทุกบอลเปดเปนเซตเปด แตในทางกลับกัน ทุกๆเซตเปดไม

จําเปนตองเปนบอลเปด ดังตัวอยางเชน   E (0,1) (1,2)    เปนเซตเปดใน usual( , d )  แตเรา

ไมสามารถหา x E  หรือ r 0  ที่ซึ่ง E B(x; r)  

 

ทฤษฎีบทถัดไปแสดงใหเห็นถึงความสัมพันธระหวางเซตเปดกับบอลเปด 

                                                                                                                                                   

ทฤษฎีบทที่ 1.5   กําหนดให  (X,d)  เปนปรภิูมิอิงระยะทาง  ถา U X  แลวเราจะไดวา  

U  เปนเซตเปด  ก็ตอเมื่อ  U สามารเขียนไดในรปูยูเนียนของบอลเปดใน X    

 
บทพิสูจน 

สําหรับการพิสูจนขากลับนั้นเห็นไดชัดจาก ทฤษฎีบทที่ 1.4.1   จึงเพียงพอที่จะพิสูจนเฉพาะ

ขาไปของทฤษฎีบท  

      สมมติให U เปนเซตเปด และ x U เราไดวามี xr 0  ที่ซึ่ง xx B(x; r ) U    

ดังน้ันเราสามารถพิสูจนไดไมยากวาจรงิๆแลว   x
x U

U B(x;r )


       

ตัวอยาง 1.5  

1.   และ 2  เปนเซตเปดเนื่องจาก  
n

( n, n)


 


   และ 2
usual

n

B ((0,0);n)





   

2. สําหรับ discrete(X,d ) เมื่อ X  เปนเซตใดๆ  เราจะไดวาบอลเปดในปริภูมินี้แบงออกเปน

สองแบบคือ  

กรณี 1 (r 1)    เราไดวา B(x; r) X   สําหรับ x X  

กรณี 2 (0 r 1)   เราไดวา B(x;r) {x}   สําหรับ x X  

ดังน้ันจึงไดวา เซตยอย U ใดของปริภูมิ discrete(X,d )  เปนเซตเปด   เพราะวา 
x U

U {x}


   
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ทฤษฎีบทที่ 1.6  ให Y  เปนปริภูมิยอยของปริภูมิอิงระยะทาง (X,d)  และ V เปนเซตยอยใดๆ

ของ Y  จะไดวา V  เปนเซตเปดใน  Y   ก็ตอเมื่อ  V U Y   สําหรับบางเซตเปด U  ใน 

X  
 

บทพิสูจน    

สมมติให  V  เปนเซตเปดใน  Y  

ให x V  จะไดวา มี xr 0  ท่ีซึ่ง Y xB (x; r ) V  โดยที่ Y xB (x;r )แทนบอลเปดใน Y  

สังเกตวา   

   
Y x x

x

x

B (x;r ) {y Y | d(x, y) r }

{y X | d(x, y) r } Y

B(x; r ) Y

  

   

 

 

จะไดวา   Y x x
x V x V

V B (x;r ) B(x;r ) Y U Y
 

         
   

โดยที่  x
x V

U B(x;r )


  เปนเซตเปดใน X  

ในทางกลับกัน สมมติให  V U Y   สําหรับบางเซตเปด U ของ X  

ให x V U Y    ไดวา  x U  และ x Y  

เนื่องจาก  U เปนเซตเปด ดังนั้น จะมี r 0  ท่ีซึ่ง B(x; r) U   

จากขอสังเกตขางตนเราไดวา  Yx B (x; r) B(x; r) Y U Y V       

นั่นคือเราไดแสดงแลววา V  เปนเซตเปดใน Y         

                                                                                                                                                                   
    
บทนิยาม 1.7   กําหนดให  (X,d)  เปนปริภูมิอิงระยะทาง  และ A  เปนเซตยอยใดๆ ของ X  เรา

กลาววาจุด x  เปน จุดเกาะกลุม (accumulation point or limit point) ของ A  ถาสําหรับทุกๆ 

0  จะไดวา   B(x; ) A {x}      และ ให A  แทนเซตของจุดเกาะกลุมทั้งหมดของ  

A     เรานิยามและแทนสญัลกัษณ ์สว่นปิดคลมุของเซต A  (closure of A) เป็น  Cl(A)หรือ 

A A A     
 
ขอสังเกต   1.Cl(A) A A A     

         {x X | 0, B(x; ) A }         

    2. จากบทนิยามไดวา A A  
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บทนิยาม 1.8  กําหนดให  (X, d)  เปนปริภูมิองิระยะทาง  และ A  เปนเซตยอยใดๆ ของ X  เรา

จะกลาววา A  เปนเซตปด (closed set) ก็ตอเมื่อ  A A  

 

 

ตัวอยาง  1.6  ใน usual( , d )  เราจะไดวา ถาให A [0,1)  แลวจะไดวา  1 A  เนื่องจาก 

(1 ,1 ) A        สําหรับทุก 0  และ  สําหรับ x \ [0,1]   จะไดวามี r 0 ที่

ซ่ึง (x r, x r) A      ดังรูป  ดังนั้น  A [0, 1]  

 

 

 

 

ตัวอยาง  1.7  

ใน usual( , d )  จะไดวาทุกๆชวงปด [a,b] ใดๆเปนเซตปด และ ในทํานองเดียวกนั  เปนเซต

ปดใน usual( , d )  สวน   และ  C   ไมใชเซตปดใน usual( , d )  เน่ืองจาก C     

 

 

ทฤษฎีบทท่ี 1.7  ให A  เปนเซตยอยใดๆ ของปริภูมิอิงระยะทาง (X,d)  เราไดวา  A  เปนเซตปด 

 

บทพิสูจน  เราตองการแสดงวา  A A  จากขอสงัเกตขางตนไดวา  A A  

ให x A  และให  0  จะไดวา  B(x; ) A      นั่นคือ มี y X  ที่ซึ่ง  y B(x; )   

และ  y A A A     

กรณี 1  y A   จะไดวา  B(x; ) A      

กรณี 2  y A    

เนื่องจาก y B(x; )   ดังนั้นจะมี 0 0   ที่ซึ่ง  0y B(y; ) B(x; )     

และเนื่องจาก y A  และ 0 0   แลวจะไดวา  0B(y; ) A {y}       

ดังนั้นจะมี ท่ีz y ที่ซ่ึง 0z B(y; ) B(x; )     และ z A  นั่นคือ B(x; ) A     

จากทั้งสองกรณี สรุปไดวา  x A    เพราะฉะนั้น   A A  ตามตองการ     

 

ตัวอยาง 1.8  กําหนดให A [1,2] , B (1,2), C [1,2)    และ  D  ใน 

usual( , d )  จะไดวา A เปนเซตปด,  B เปนเซตเปด,  C เปนเซตที่ไมใชทั้งปดและเปด,  และเซต D 

เปนเซตที่ท้ังปดและเปด  ดั้งนั้นการเปนเซตปดและเปดบนปริภูมิอิงระยะทางไมไดขึ้นอยูตอกนั แตมี

ความสัมพันธดังจะแสดงในทฤษฎีบทตอไปนี้   

1 0 x 
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ทฤษฎีบทที่ 1.8   ให A  เปนเซตยอยใดๆ ของปริภูมิอิงระยะทาง (X,d)  จะไดวา 

A เปนเซตปด   ก็ตอเมื่อ  X A  เปนเซตเปด 

 

บทพิสูจน   สมมติให A เปนเซตปด   

ให x X A   ดังน้ัน x A A   จะไดวา จะมี  0 ที่ซึ่ง B(x; ) A    หรอื 

B(x; ) X A    นั่นคือ  เราไดพิสูจนแลววา X A  เปนเซตเปด 

ในทางกลับกัน สมมติให X A  เปนเซตเปด 

ตองการแสดงวา A A  แตเห็นไดชัดวา A A  ดังนั้นเพียงพอที่จะแสดงวา A A  

ให x A    สมมติวา x A   หรือ x X A   

ดังน้ันจะไดวา มี 0  ที่ซึ่ง B(x; ) X A    หรือ B(x; ) A     ซึ่งขัดแยงกับการที่ 

x A  
เพราะฉะนั้น  x A  จึงไดขอสรุปวา A A  ดังนั้น A A       

 

บทแทรกท่ี 1.9  ให A  เปนเซตยอยใดๆ ของปริภูมิอิงระยะทาง (X,d)  จะไดวา 

A เปนเซตเปด   ก็ตอเม่ือ  X A  เปนเซตปด 

 
บทพิสูจน   พิสูจนไดโดยตรงจากทฤษฎีบทที ่1.8         

 
ตัวอยาง 1.9 

ใน usual( , d )  ไดวา [0, )  เปนเซตปดใน   เพราะวา  [0, ) ( , 0)     เปน

เซตเปด                                                                                                                                                           

 

ทฤษฎีบทที่ 1.10 

1.10.1 ทุกๆอินเตอรเซกชันของเซตปดใดเปนเซตปด 

(Any arbitrary intersections of closed sets are closed) 

1.10.2 ทุกๆยูเนยีนจํานวนจํากัดของเซตปดเปนเซตปด 

(Any finite unions of closed sets are closed) 

 

บทพิสูจน  

1.10.1  ให I{C }   เปนกลุมของเซตปด โดยที่ I  เปนเซตดัชนี 

กําหนดให  
I

C C


  ตองการแสดงวา C เปนเซตปด 
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เนื่องจาก  C  เปนเซตปดสําหรับทุกๆ I   ดังนั้น โดยทฤษฎีบทท่ี 1.8 ไดวา X C  เปนเซต

เปดสําหรับทุกๆ I   และไดอีกวา 

 
I I

X C X C X C 
 

       

โดยทฤษฎีบทท่ี 1.4.1  เราไดวา X C  เปนเซตเปด เพราะฉะนั้นในทํานองเดียวกันจาก ทฤษฎีบท

ที่ 1.8 ไดวา C เปนเซตปด 

1.10.2  ให n
i i 1{C }   เปนกลุมของเซตปด สําหรับ i 1,2,..., n  

กําหนดให  
n

i
i 1

D C


  ตองการแสดงวา  D เปนเซตปด 

เนื่องจาก  iC  เปนเซตปดสําหรับทุกๆ i 1,2,..., n  ดังนั้น โดยทฤษฎีบทที่ 1.8 ไดวา iX C  

เปนเซตเปดสําหรับทุกๆ i 1,2,..., n  และไดอีกวา 

 
n n

i i
i 1 i 1

X D X C X C
 

       

โดยทฤษฎีบทท่ี 1.4.2 เราไดวา X D  เปนเซตเปด เพราะฉะนั้นในทํานองเดยีวกันจาก ทฤษฎีบท

ที่ 1.8 ไดวา D  เปนเซตปด          

 

บทนิยาม 1.9  กําหนดให  (X,d)  เปนปริภูมิอิงระยะทาง  และ A  เปนเซตยอยใดๆ ของ X  เรา

กลาววาจุด x  เปน จุดขอบ (boundary point) ของ A ถาสําหรับทุกๆ 0  จะไดวา  

B(x; ) A     และ  B(x; ) X A      และให A  แทนเซตของจุดขอบทั้งหมดของ  

A  
 
นอกจากเราสามารถนิยามการวัดระยะทางระหวางจุดสองจุดบนปริภูมิอิงระยะทาง (X,d)   เรายัง

สามารถนิยามระยะทางระหวางจุดกับเซตรวมถึงขนาดเสนผานศนุยกลางของเซตไดดังนิยามตอไปนี้ 

บทนิยาม 1.10  กําหนดให  (X,d)  เปนปริภูมิอิงระยะทาง  และ A  เปนเซตยอยที่ไมวางใดๆ ของ 

X  และ x X  

- ระยะทางระหวาง x และ A (distance between x and A) คือ  

d(x,A) inf{d(x,a) | a A}   

- ขนาดเสนผานศูนยกลาง (diameter) ของ A  คือ 

diam(A) sup{d(a,b) | a,b A}   

ถา diam(A)  เปนจํานวนจํากัดแลวเราจะกลาววา A เปนเซตมีขอบเขต (bounded) 

และ เรยีก A  วาเปนเซตไมมีขอบเขต (unbounded) สําหรับกรณีอ่ืนๆ 
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ตัวอยาง 1.10 

ใน usual( , d )  ให A (1,3) , B (4,6)   เราจะไดวา diam(A) diam(B) 2   แต 

diam(A B) 5 diam(A) diam(B)     ดังนั้น diam ไมใชการวัดระยะทางบน P( )  

 

ลําดับในปริภูมิอิงระยะทาง (sequence in metric space) 

 

บทนิยาม 1.11  ลําดับ(sequence)ในปริภมูอิงระยะทาง (X,d)  คือ ฟงกชัน f : X  นยิาม

โดย  nf(n) x  ทุกๆ n   เราเขียนแทนฟงกชัน f  ดวย n n(x )   หรือส้ันๆดวย n(x )  

 

บทนิยาม 1.12 ลาํดับ n(x ) ในปริภูมอิงระยะทาง (X,d)จะกลาววา ลูเขาสู(converge to ) 

x X  หรือ  n(x ) เปนลาํดับลูเขา (convergent sequence) กต็อเม่ือ ทุก 0  จะมี N  

ที่ซึ่งสําหรับ n N แลวเราจะไดวา nd(x ,x)      

n[ 0 N ,n N d(x ,x) ]         

เขียนแทนดวยสัญลักษณ  nn
lim x x


  หรือ nx x  เมื่อ n   และเราเรียก x  วาเปน

ลิมติ (limit)ของลาํดับ n(x )  

ถาลําดับ n(x ) ไมเปนลําดับลูเขา แลวเราจะกลาววา n(x )  เปนลําดับลูออก (divergent 

sequence) 

 

 

 

 

 

 

ตัวอยาง 1.11  

1. ในปริภูมิอิงระยะทาง usual( , d )  เราจะเห็นวา 1 0
n
  เมื่อ n  เพราะวา สําหรับ

ทุก 0  โดยหลักของอาคมิีดิส จะมี N  ท่ีซึ่ง 1 N


 หรือ 1
N

   ดังน้ัน

สาํหรับ n N  เราจะไดวา 1 1
n N
    

 

2. กาํหนดให C [0,1] {f : [0,1] [0,1] | f  เปนฟงกชันตอเนื่อง}  และ นิยามการวัด

ระยะทางบน  C [0,1] ดังนี้   สําหรับ f,g C [0,1]  
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sup
x [0,1]

d (f, g) sup | f(x) g(x) |


   

เราไดวา ลําดับ n(f ) ที่นิยามโดย n
nf (x) x ลูเขาสูฟงกชัน f เมื่อ n   โดยท่ี  

0 , 0 x 1
f (x)

1 , x 1

    
 

แตเนื่องจาก f  ไมใชฟงกชันตอเนื่อง  ดังน้ันเราจึงกลาววา n(f ) ไมใชฟงกชันลูเขาใน 

C [0,1]  

 

ตอไปเปนสมบัติที่สําคัญของลําดับลูเขาบนปริภูมิอิงระยะทาง 

 

ทฤษฎีบทที่ 1.11 ลําดับใดๆในปริภูมิอิงระยะทางมีลิมิตไดเพียงหนึ่งเดียวเทานั้น 

 

บทพิสูจน  สมมติใหลําดับ n(x )  ลูเขาสูจุด  x,y ในปริภูมิอิงระยะทาง (X,d)  

ให 0  เนื่องจาก nn
lim x x


  ดังนั้นจะมี 1N    ที่ซึ่งสําหรบั 1n N แลวเราจะไดวา  

nd(x , x)
2
  

และในทํานองเดียวกัน เนื่องจาก nn
lim x y


  ดังนั้นจะมี 2N    ที่ซึ่งสําหรับ 2n N แลวเรา

จะไดวา                 nd(x , y)
2
   

ให 1 2N max{N ,N }  แลวเราจะไดวา สําหรับ n N  เรามีวา   

n nd(x, y) d(x, x ) d(x , y)
2 2
             ทุกๆ 0  

ดังน้ัน  x y             

 

บทนิยาม 1.13  ให n(x ) เปนลาํดับในปริภูมอิงระยะทาง (X,d)  

ถา 1 2 3 nk k k k      เปนลําดับเพ่ิมขึ้นของจํานวนนับ แลวเราจะเรยีก ลําดับ 

nk(x )  เปนลําดับยอย(subsequence)ของ ลําดับ n(x )  

 

ขอสังเกต  nk n  

 

ตัวอยาง 1.12  ในปริภูมิอิงระยะทาง usual( , d )  สําหรับลําดับ (n) {1,2, 3, ,n,...}     เราได

วาลําดับ (2n) {2,4,6, ,2n,...}   เปนลําดับยอยของ (n) {1,2,3, , n,...}   
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 ในทํานองเดียวกัน ลําดับ (kn) {k,2k,3k, ,kn,...}    เปนลําดับยอยของลําดับ (n)  สําหรับ

ทุกๆ k      แตสังเกตวาลําดับ {2,1, 4,3,6,5, }    ไมใชลําดบัยอยของ (n)  

 

ทฤษฎีบทที่ 1.12  ทุกๆลําดับยอยของลําดับลูเขาเปนลําดับลูเขา  

 

บทพิสูจน  ให n(x ) เปนลําดับลูเขา x ในปริภูมอิงระยะทาง (X,d)และ  ให 
kn(x ) เปนลําดับยอย

ของลําดับ n(x )  

ให  0  เน่ืองจาก 
n 0n

lim x x


  เราไดวาจะมี N  ที่ซึ่งสําหรับ n N แลวเราจะไดวา 

nd(x ,x)   

เนื่องจาก  nk n N   ดังน้ันไดวา  
nkd(x , x)    

เพราะฉะนั้น 
nkn

lim x x


           

ขอสังเกต   

1. เนื่องจาก ลําดับ n(x ) ใดๆเปนลําดับยอยของตัวมันเอง ดังนั้นจากทฤษฎีบทที่ 14 เรา

สามารถสรุปไดเปนขอความตอไปนี้  สําหรับลําดับ n(x )  ในปริภูมิอิงระยะทาง 

n(x )  เปนลําดับลูเขา ก็ตอเม่ือ  ทุกๆลําดับยอยของ n(x )  เปนลําดับลูเขา 

  2. ถาเรามีลําดับซึ่งมีลําดับยอยที่ลูเขาแลว เราไมสามารถสรุปไดวาลําดับที่กําหนดใหเปน

ลําดับลูเขาดวยดังตัวอยางที่จะแสดงตอไปนี้  

 

ตัวอยาง 1.13  ในปริภูมิอิงระยะทาง usual( , d )   

พิจารณาลําดับ n n(( 1) ) { 1,1, 1, ,( 1) ,...}        

เราเห็นวาลําดับ(1) {1,1,1, ,1,...}    และ ลําดับ ( 1) { 1, 1, 1, , 1,...}        

เปนลําดับยอยที่ลูเขาของลําดับ n(( 1) )   แตลําดับ n(( 1) )  ไมลูเขา 

ในการที่จะแสดงวาลําดับที่กําหนดใหเปนลําดับท่ีลูเขา เราตองทราบวาลิมิตของลําดับนั้นมี

คาเทาใด ซึ่งในทางปฎิบัติถาเราไมมีเครื่องมือที่เพียงพอในการคํานวณ การหาลิมิตของลําดับท่ี

กําหนดใหเปนเรื่องยาก ดังนั้นจึงมีการนิยามลําดับซึ่งมีพฤติกรรมคลายคลึงกับลําดับลูเขาดังนิยาม

ตอไปน้ี 

 

บทนิยาม 1.14  ลําดับ n(x ) ในปริภูมอิงระยะทาง (X,d)จะกลาววาเปน ลําดับ โคชี (Cauchy 

Sequence)  ถา ทกุ 0  จะมี N ท่ีซึ่งสําหรับ m,n N แลวเราจะไดวา 

m nd(x , x )    

m n[ 0 N ,m,n N d(x , x ) ]         



ท อ พ อ โ ล ยี เ บื้ อ ง ต น  | 19 

 

 
 

ทฤษฎีบทที่ 1.13  ทุกๆลําดับลูเขาเปนลําดับโคชี  

 

บทพิสูจน  ให n(x ) เปนลําดับลูเขา x ในปริภูมอิงระยะทาง (X,d)  

ให  0  เนื่องจาก nn
lim x x


  เราไดวาจะมี N  ที่ซึ่งสําหรบั n N แลวเราจะไดวา  

nd(x , x)
2
  

ดังน้ันสําหรับ  m,n N  แลวเราจะไดวา  m n m nd(x , x ) d(x , x) d(x, x )
2 2
        

นั่นคือ n(x )  เปนลําดับโคชี          

 

ในทางกลับกันเราจะไดวาลําดับโคชีใดๆไมจําเปนตองเปนลําดับลูเขาดังตัวอยางตอไปนี้ 

 

ตัวอยาง 1.14  พิจารณา A (0,1] เปนปริภูมิยอยของ  usual( , d )  เราจะไดวา ลําดับ 

1 1 1 1{1, , , , ,...}
n 2 3 n
      

  เปนลําดับท่ีลูเขาสู 0 ดังนั้น ลําดับ 1
n
     

 เปนลําดับโคชีใน A แต

เนื่องจาก 0 ไมอยูใน A ดังน้ันลําดับดังกลาวจึงไมเปนลําดับลูเขาใน A 

 

 

ทฤษฎีบทที่ 1.14  ทุกๆลําดับโคชี ที่มีลําดับยอยท่ีลูเขาจะเปนลําดับลูเขา  

 

บทพิสูจน  ให n(x ) เปนลําดับโคชีในปริภูมอิงระยะทาง (X,d)และ 
nk(x )  เปนลําดับยอยของ 

n(x )ที่ลูเขาสู x X   ให  0  เน่ืองจาก n(x ) เปนลําดับโคชี ดังนั้นมี 1N    ที่ซึ่งสําหรับ 

1m,n N แลวเราจะไดวา  

md(x , x)
2
  

และในทํานองเดียวกัน เนื่องจาก 
nkn

lim x x


  เราไดวาจะมี 2N    ที่ซึ่งสําหรับ 2n N

แลวเราจะไดวา              
nkd(x , x)

2
   

ให 1 2N max{N ,N }  แลวเราจะไดวา สําหรับ n N  เรามีวา  

n nn n k kd(x , x) d(x , x ) d(x , x)
2 2
        

ดังน้ัน nn
lim x x


  นั่นคือ n(x )  เปนลําดับลูเขา        
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บทนิยาม 1.15    ปริภูมิอิงระยะทาง (X,d)จะกลาววาเปนปริภูมิอิงระยะทางที่บริบูรณ 

(complete metric space)  ก็ตอเมื่อ ทุกๆลําดับโคชีใน X เปนลําดับที่ลูเขา  

 

 

บทแทรกท่ี  1.15  ปริภูมิอิงระยะทาง (X,d)จะเปนปริภูมิอิงระยะทางที่บริบูรณ  ก็ตอเม่ือ ทุกๆ

ลําดับโคชี มีลําดับยอยที่ลูเขา 

 

บทพิสูจน   เห็นไดชัดจาก ทฤษฎีบทที่ 1.14         

 

ตอไปเปนบทตั้งท่ีสําคัญที่แสดงใหเห็นถึงความสัมพันธระหวางลิมิตของลําดับและสวนปดของ

เซตใดๆในปริภูมิอิงระยะทาง 

 

บทตั้งที่ 1.16  (บทตั้งอันดับ:The sequence lemma) ให A เปนปริภูมยิอยของ ปริภูมิอิงระยะทาง 

(X,d) และ x X แลวจะไดวา   x A   ก็ตอเมื่อ  มีลําดับ n(x ) ใน A ที่ซึ่ง  nn
lim x x


  

 

บทพิสูจน   

สมมติให x A   ดังนั้นจะไดวา สําหรับแตละ n    เรามีวา  1B(x; ) A
n

     

เพราะฉะนั้นจะมี n
1x B(x; ) A
n

  ทุกๆ n    (โดยสัจพจนการเลือก) นั่นคือเราไดสรางลําดับ

n(x ) ใน A   ที่ซึ่ง n
1d(x , x)
n

  ทุกๆ n    

ดังน้ัน ถา  n   เราจะไดวา  nd(x , x) 0  หรือ nn
lim x x


  

ในทางกลับกัน  ให x X  และสมมติวามี ลําดับ n(x ) ใน A ที่ซึ่ง  nn
lim x x


  

ให  0  เนื่องจาก  nn
lim x x


  ดังน้ันมี N  ที่ซึ่งสําหรับ n N เราจะไดวา 

nd(x ,x)    โดยเฉพาะอยางยิ่ง Nx B(x; ) A    นั่นคือ  B(x; ) A     

เพราะฉะนั้น  x A            

 

ทฤษฎีบทที่ 1.17  ปริภูมยิอยที่บรบิูรณของปริภูมิอิงระยะทางเปนเซตปด  

 

บทพิสูจน  สมมติให A เปน ปริภูมิยอยที่บริบูรณของปริภูมิอิงระยะทาง (X,d)   

ตองการจะแสดงวา  A A  เพียงพอที่จะแสดงวา A A  

ให a A  โดยบทตั้งที่ 1.16 จะไดวามี ลําดับ n(x )  ใน A ท่ีซึ่ง  nn
lim x a


   
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เนื่องจาก  n(x )  เปนลําดับลูเขา เพราะฉะนั้น n(x ) เปนลําดับโคชีดวย   

และจากการที่ A เปน ปริภูมิที่บรบูิรณ ดังนั้น n(x ) เปนปริภูมิที่ลูเขาใน A นั่นคือ  a A  

หรอื A A  ดังนั้น  A A           

 

 

ทฤษฎีบทที่ 1.18  เซตยอยปดของปริภูมิอิงระยะทางที่บริบูรณ เปน ปริภูมิอิงระยะทางที่บริบูรณ  

 

บทพิสูจน   ให A เปน เซตยอยปดของปริภูมิอิงระยะทางที่บรบูิรณ (X,d)  และให n(x )  เปนลําดับ

โคชีใน A  

เนื่องจาก  A X  ดังนั้น  n(x )  เปนลําดับโคชีใน X ดวย  และเนื่องจาก X เปน ปริภูมิอิง

ระยะทางที่บริบูรณ ดังนั้น n(x )  เปนลําดับที่ลูเขาใน  X สมมติใหมีลิมิตเปน x  

จากบทตั้งที่ 1.16 เราไดวา  x A  แตเนื่องจาก A เปนเซตปด ดังนั้น x A A   

เพราะฉะนั้น  n(x )  เปนลําดับท่ีลูเขาใน A  นั่นคือ A เปนปริภูมิอิงระยะทางที่บริบูรณ    

 

 จากสมบัติความบริบูรณของปริภูมิอิงระยะทางที่กลาวขางตน เราสามารถพิสูจนทฤษฎีบทที่

สําคัญในการศึกษาทฤษฎีจุดตรึง (Fixed points Theory) ดังจะกลาวตอไปนี้ 

 

ทฤษฎีบทที่ 1.19  (Banach’s contraction mapping theorem) 

ให  (X,d)  เปนปริภูมิอิงระยะทางที่บริบูรณ และ f : X X  เปนการสงแบบหดตัว 

(contraction) กลาวคอื มีจํานวนจรงิ [0,1)   ท่ีซึ่ง  

d(f(x), f(y)) d(x, y)   

สําหรับทุกๆ x, y X   แลวจะไดวามี 0x X  เพียงจุดเดียวที่ซึ่ง 0 0f(x ) x  

เราเรียกจุด 0x  ท่ีมีสมบัติดังกลาววาเปนจุดตรึง (fixed point) ของฟงกชัน f  

 

บทพิสูจน  เราจะแบงการพิสูจนออกเปน 2 สวนดังนี้ 

สวนที่ 1 (Existence) จะแสดงวามี 0x X ท่ีซึ่ง 0 0f(x ) x  

 ให  x X  จากนั้นนิยามลําดับ n(x )  ใน X  นิยามโดย 

n 1 nx f(x )    สําหรบั n 1,2, 3,...  

สังเกตวา สําหรับ m          
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m 1 m m m 1

m m 1

m 1 m 2
2

m 1 m 2

m

d(x ,x ) d(f(x ), f(x ))
d(x ,x )
d(f(x ), f(x ))
d(x , x )

d(f(x), x)

 



 

 


 
 
 

 


 

ดังน้ันโดยอสมการสามเหลี่ยมเราไดวา สําหรับ m,n    โดยที่ n m    

m n m m 1 m 1 m 2 n 1 n
m m 1 n 1

n m
m

d(x , x ) d(x , x ) d(x , x ) d(x , x )
( )d(f(x), x)

1 d(f(x), x)
1

   
 



   
    

 



  

เนื่องจาก [0,1)   ดังนั้น  n m1 1      เพราะฉะนั้น   
m

m nd(x , x ) d(f(x), x)
1



 

ให 0 โดยหลักอารคิมิดิส เราสามารถหา N  ที่ซึ่งสําหรับ n,m N  เรามีวา  

m nd(x , x )    

นั่นคือ ลําดับ n(x )  เปนลําดับโคชีในบริภูมิอิงระยะทางที่บริบูรณ ดังน้ันจึงมีลิมิต เรียกวา 0x X  

จากนั้นสังเกตวา  

0 0 0 m m 0

0 m m 1 0

0 m m 1 0

d(x , f(x )) d(x , x ) d(x , f(x ))
d(x , x ) d(f(x ), f(x ))
d(x , x ) d(x , x )





 
 
  

 

แตเนื่องจาก  m 0m
lim x x


  ดังนั้นเราจะไดวา  0 0d(x , f(x )) 0  หรือ  0 0f(x ) x  นั่นเอง 

 

สวนที่ 2 (Uniqueness) จะแสดงวามี 0x X เพียงหนึ่งเดียวท่ีซึ่ง 0 0f(x ) x  

สมมติวามี 0 0x , y X   ท่ีซึ่ง 0 0f(x ) x  และ 0 0f(y ) y  

สังเกตวา   

0 0 0 0 0 0d(x , y ) d(f(x ), f(y )) d(x , y )    

หรอื   0 0(1 )d(x , y ) 0    ทําใหไดวา  0 0d(x ,y ) 0   หรือ  0 0x y  นั่นเอง   
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แบบฝกหัดประจําบทที่ 1 
 

1. ให (X,d)  เปนปริภูมิอิงระยะทาง นิยาม d' : X X โดย 

d(x, y)d '(x,y)
1 d(x, y)




  สําหรบั (x, y) X X   

จงแสดงวา  d'  เปนการวัดระยะทางบน X 

 

2. ให A เปนเซตยอยใดๆของปริภูมิอิงระยะทาง (X,d)  จงแสดงวา 

2.1 A  คือยูเนียนของเซตเปดทั้งหมดที่เปนเซตยอยของ A 

2.2 A  คืออินเตอรเซกชันของเซตปดท้ังหมดที่มี A เปนเซตยอย 

 

3. สําหรับเซตของจํานวนจริง   กับการวัดระยะทางแบบปกติ ให 1B { | n }
n

    

จงแสดงวา B B {0}   

 

4. ให A,B,A  เปนเซตยอยของปริภูมิอิงระยะทาง (X,d)  ให A' แทนเซตของจุดลิมิต

ทั้งหมดของ A จงพิจารณาวาขอความตอไปนี้เปนจริงหรือไม ถาเปนเท็จจงพิจารณาตอวา

เซตใดเปนเซตยอยของเซตใด  

4.1 A B A B      

4.2 A A    

4.3 A B A B    

4.4 A A    

4.5  A B ' A ' B '    

4.6  A B ' A ' B '    

 
5. ให ้ A  เป็นเซตย่อยของปรภิมูอิิงระยะทาง (X,d)  เรานิยามขอบของเซต A (Boundary of A) 

ดงันีÊ 

A A (X A)     
จงแสดงวา่ A  และ A  ไม่มีส่วนรว่มกนั และ A A A    

 
6.   ให (Y,d)  เปนปริภูมิอิงระยะทาง ให d: Y Y  นิยามโดย 

d(a, b) min{d(a, b),1}    สําหรับทุก a, b Y  
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แลวจงแสดงวา d  เปนการวัดระยะทางบน Y  ซึ่งถูกเรียกวา การวัดระยะทางแบบ

มาตราฐานที่มีขอบเขต 

จากนั้นให J เปนเซตใดๆ นิยาม J J: Y Y     โดย 

(f, g) sup{d(f( ),g( )) | J}       

สําหรับทุกๆ Jf, g Y  จงแสดงวา   เปนการวัดระยะทางบน JY  

 

7.   ให n(x )  และ n(y )  เปนลําดับโคชีในปริภูอิงระยะทาง (X,d)  จงแสดงวา n(a ) เปน 

  ลําดับลูเขา เมื่อ นิยาม n n na d(x , y )  
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บทที่ 2 ปริภูมิทอพอโลยี  

(Topological spaces)  

จากบทที่ 1 เราไดเห็นแลววาการวัดระยะทางบนปริภูมิอิงระยะทางเปนการขยายแนวคิดของ

การวัดระยะทางบนเซตของจํานวนจริง ซึ่งจากการวัดระยะทางนั้นทําใหเราสามารถนิยามบอลเปด

และเซตเปด ซึ่งนําไปสูการสรางทฤษฎีและสมบัติตางๆท่ีสําคัญของปริภูมิอิงระยะทางที่มีความ

คลายคลึงกับเซตของจํานวนจริง 

 ในบทนี้เราจะนําแนวคิดและสมบัติของเซตเปดมาสรางปริภูมิท่ีทั่วไปกวาปริภูมิอิงระยะทาง 

ซึ่งถูกเรียกวา ปริภูมิทอพอโลยี ดังนิยามตอไปนี้ 

 

บทนิยาม 2.1  ให X เปนเซตใดๆ เราจะกลาววา    เปนทอพอโลยีบน เซต X (topology on X) 

ก็ตอเมื่อ    เปนกลุมของเซตยอยของ X ท่ีมีสมบัติดังตอไปนี้  

T1.    และ X เปนสมาชิกของ   

T2.   ยูเนียนของสมาชิกใดๆใน   เปนสมาชิกของ   

T3.   อินเตอรเซกชันจํานวนจํากัดของสมาชิกใน   เปนสมาชิกของ   

และเราจะเรียกคูไมอันดับ  (X, )  วาเปนปริภูมิทอพอโลยี (topological space) และเรียกสมาชิก 

U วาเปนเซตเปด (open set) ของ X 

 

ตัวอยาง 2.1  ตอไปนี้เปนตัวอยางของปริภูมิทอพอโลยี 

(1) พิจารณา n
e( , d )  สําหรับ n ท่ีเปนจํานวนนับใดๆ  

ให  usual {U | U   เปนเซตเปดใดๆใน   ขึ้นกับการวัดระยะทาง ed }  

หรอื usualU    ก็ตอเมื่อ ทุกๆ x U, r 0    ท่ีซึ่ง 
edx B (x; r) U   

เมื่อ 
edB (x; r)  เปนบอลเปดซึ่งถูกนิยามผานการวัดระยะทาง ed  

จากบทที่ 1 เห็นไดชัดวา usual  สอดคลองกับเง่ือนไข T1. – T3. 

ดังน้ัน n
usual( , )  เปนปริภูมิทอพอโลยี เรียก usual  วาเปนทอพอโลยีแบบปกติบน n  

 

โดยทั่วไปแลว  สําหรับปริภูมิอิงระยะทาง  (X,d)  

ถาเราให d {U | U   เปนเซตเปดใน  X  ขึ้นกับการวัดระยะทางแบบปกติ d }  

เราจะไดวา d(X, ) เปนปริภูมิทอพอโลยี และ d  ถูกเรียกวา ทอพอโลยีอิงระยะทาง (metric 

topology) 
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(2) ให X เปนเซตใดๆ และนิยาม indis { ,X}    เราจะไดวา  

indis(X, )  เปนปริภูมทิอพอโลย ีและเรียกปริภูมิดังกลาววา ปริภูมอิวิยุต(indiscrete space) 

 

(3) ให X เปนเซตใดๆ และนิยาม dis P(X)    เมื่อ P(X)  แทนพาวเวอรเซตของเซต X  

เราตรวจสอบไดไมยากวา dis(X, ) เปนปริภูมิทอพอโลยี และเรียกปริภูมดิังกลาววา  ปริภูมิวิยุต 

(discrete space) 

 

(4) ให X {a, b, c}  และ ให  

1 {X, ,{a},{a,b}}    

2 {X, ,{a},{b}}    

3 {X, ,{a,b},{b,c}}    

เราไดวา 1  เปนทอพอโลยีบน X แต 2  และ 3  ไมใชทอพอโลยีบน  X 

 

 

 

       1(X, )  เปนปริภูมิทอพอโลยี 

 

 

 

 

       2(X, )  ไมเปนปริภูมิทอพอโลย ี

        เพราะวา 2{a,b} {a} {b}   

        

 

 

3(X, )  ไมเปนปริภูมิทอพอโลย ี

               เพราะวา 2{b} {a,b} {b,c}     

 

 

จากตัวอยางนี้เราจะสังเกตเห็นวาเราสามารถสรางทอพอโลยีไดหลายแบบบนเซตเดียวกัน 

 

 

a b c 

a b c 

a b c 
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(5) ให X เปนเซตใดๆ และนิยาม cofinite { ,A | A X, X C     เปนเซตจํากัด}  

เราสามารถตรวจสอบ(แบบฝกหัด) ไดวา  cofinite(X, ) เปนปริภูมิทอพอโลยี  

และเรียก cofinite วาทอพอโลยีจํากัดรวม (cofinite topology) 

 

ขอสังเกต  ถา X เปนเซตจํากัดแลวเราจะไดวา cofinite dis    

 

จากตัวอยางขางตนทําใหเห็นวาบนเซตๆเดียวกัน เราสามารถนิยามทอพอโลยีไดหลายแบบ 

ดังนั้นในบางกรณีเราสามารถเปรียบเทียบทอพอโลยไีดดังนิยามตอไปนี้ 

 

บทนิยาม 2.2  สมมติให   และ '  เปนทอพอโลยีบนเซต X เราจะกลาวา  

'  ละเอียดกวา (finer than)    ก็ตอเม่ือ   '    

และ  '  หยาบกวา (coarser than)   ก็ตอเมื่อ   '    

 

ตัวอยาง 2.2  จากตัวอยางที่ 2.1 เราจะไดวา สําหรับเซตใดๆ  indiscrete cofinite discrete      

ดังนั้น discrete  ละเอียดกวา cofinite  และ  cofinite  ละเอียดกวา  indiscrete  

 

ฐานหลักสําหรับทอพอโลยี (basis for a topology) 

จากบทที่ 1 เรามีวาเซตเปดใดๆเขียนอยูในรูปยูเนียนของบอลเปด ซึ่งสําหรับปริภูมิทอพอโลยี 

เราสามารถนิยามกลุมยอยของทอพอโลยีที่มีพฤติกรรมคลายคลึงกบับอลเปดไดดังตอไปน้ี 

 

บทนิยาม 2.3  ให X เปนเซตใดๆที่ไมวาง เราจะกลาววา B P(X)  เปนฐานหลักสําหรับทอ

พอโลยีบน X (basis for a topology on X) ก็ตอเมื่อ  

1. x X B     B , x B  

2. 1 2B ,B   B 1 2x B B    3B   B 3 1 2, x B B B    

 

ตัวอยาง 2.3  พิจารณา 2
usual( , )   ให   

 Bcircle = เซตของบริเวณภายในของวงกลมเปดใดๆบน 2  

 Breg = เซตของบริเวณภายในของส่ีเหล่ียมผืนผาเปดใดๆบน 2  

เราจะไดวา  Bcircle และ Breg  เปนฐานหลักสําหรับทอพอโลยบีน 2
usual( , )  ดังแสดงไดดวยรูป

ตอไปนี้ 

 

 

B1 B2 

B3 B1 

B2 
B3 
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บทนิยาม 2.4  ให B P(X)  เปนฐานหลักสําหรบัทอพอโลยีบน X เรานิยามทอพอโลยีบน X 

กอกําเนิดโดย B   (the topology generated by B) ดงันี้ 

< B > = {U X | x U B      B, x B U}   

การแสดงวา < B >  เปนทอพอโลยีบน X ขอละไวใหผูเรียนพิสูจนเปนแบบฝกหัด  

 

ขอสังเกต  

(1)  B  ไมจําเปนตองเปนทอพอโลยีบน X   

จากตัวอยาง 2.3 เราจะเห็นวา สําหรับสมาชิกสองตัวใดๆใน Bcircle หรือ Breg ยูเนียนของสมาชิกสอง

ตัวนี้อาจจะไมไดเปนสมาชิกใน Bcircleหรือ Breg 

(2)  B < B > 

 

ตัวอยาง 2.4  ให X เปนเซตใด และ ให  Bdis {{x} | x X}   

เราจะไดวา สําหรับ x X ,  x {x} X   และ สําหรับ  x {y} {z}   เราไดวา 

x y z   เพราะฉะนั้น x {x} {y} {z} {x}     นั่นคือ Bdis  เปนฐานหลักสําหรบัทอ

พอโลยีบน X และสังเกตไดไมยากวา <Bdis > = dis  

 

 

บทตั้งที่ 2.1  ให   B    เปนฐานหลักสําหรบัทอพอโลยีบน X แลวเราจะไดวา  

B< B >  ก็ตอเมื่อ   B เขียนอยูในรูปยูเนียนของสมาชิกใน B 

 

บทพิสูจน  

( )  ให B< B >  ดังนั้นจะไดวา สําหรับ x B  จะมี xB   B  ที่ซึ่ง xx B B   

ดังน้ัน  x
x B

B B


  

( )  ให i
i I

B B


  โดยที่ iB  B ทุกๆ i I   เมื่อ I เปนเซตดัชนี 

ให x B  ดังนั้นจะมี 0i I  ท่ีซึ่ง 
0i i

i I

x B B B


    

ดังน้ัน B< B >             

 

ในการเปรียบเทียบวาทอพอโลยีท่ีกําหนดใหสองทอพอโลยีอันไหนละเอียดกวากัน ไมใชสิ่งท่ี

งายเนื่องจากจํานวนของเซตเปดในทอพอโลยีอาจมีจํานวนมหาศาล  ทฤษฎีบทถัดไปแสดงใหเห็นถึง

วิธีการเปรียบเทียบทอพอโลยีผานทางฐานหลักซึ่งมีจํานวนสมาชิกนอยกวาเซตเปด 
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ทฤษฎีบทที่ 2.2  ให B และ B '   เปนฐานหลักสําหรับทอพอโลยี  < B  >  และ < B '  > บน 

X   ตามลําดับ เราจะไดวา   

< B  >   < B '>  ก็ตอเม่ือ  x X B     B  , x B B '     B '  , x B ' B   

 

บทพิสูจน   

( )  สมมติให < B  >   < B '>    

ให B B   และให  x B  B < B >   < B '>    

ดังน้ันโดยนิยามของ < B '>   จะมี B'  B '  ท่ีซึ่ง x B' B   

( )  ให  U< B > และ ให x U   ดังน้ันจะมี B B   ที่ซึ่ง x B U   

โดยสมมติฐาน ไดวาจะมี B'  B '  ท่ีซึ่ง x B ' B U    

เพราะฉะนั้น U< B '>  หรือ < B  >   < B '>          

 

ทฤษฎีบทที่ 2.3  ให (X, ) เปนปริภูมิทอพอโลยี และ    ท่ีซึ่งมีสมบัติวา  

ทุกๆ U และทุก x U  จะมี V    ที่ซึ่ง x V U   

แลว เราจะไดวา   จะเปนฐานหลักสําหรับทอพอโลยี   บน X นั่นคือ  

 

บทพิสูจน  เริ่มตนเราจะแสดงวา   เปนฐานหลักสําหรับทอพอโลยีกอน 

(1) ให x X  เน่ืองจาก x X   โดยสมมติฐานจะมี V    ที่ซึ่ง x V X   

(2) ให 1 2x V V   โดยที่ 1 2V,V    

เนื่องจาก 1 2V,V      ดังนั้น 1 2V V    (  เปนทอพอโลยี)  

ดังน้ันโดยสมมติฐาน จะมี 3V    ที่ซึ่ง 3 1 2x V V V    

นั่นคือ   เปนฐานหลักสําหรับทอพอโลยี 

ตอไปจะแสดงวา  

 ( )  ให V     ดังน้ันโดยบทตั้งที่ 2.1 เราจะไดวา  

i
i I

V V


  โดยที่ iV    ทุกๆ i I  เม่ือ I เปนเซตดัชนี  

เนื่องจาก    และ   เปนทอพอโลยี ดังน้ัน i
i I

V V


    

นั่นคือ   

( )  ให U และ x U  ดังนั้นจะมี V    ที่ซึ่ง x V U   

เพราะฉะนั้น U    โดยนิยามของทอพอโลยีที่กอกําเนิดโดย     นั่นคือ    
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ทอพอโลยีผลคูณ (the product topology) 

        สมมติให X(X, )  และ Y(Y, )  เปนปริภูมทิอพอโลยี มันเปนเร่ืองธรรมชาติมากที่จะถาม

ถึงทอพอโลยีบนผลคูณคารทีเซยีน X Y ซึ่งถูกถายทอดมาจาก X  และ Y  โดยหลักการนิยาม

ทอพอโลยีดังกลาวมีนิยามดังตอไปนี้ 

 

บทนิยาม 2.5  ให (X, ) และ Y(Y, ) เปนปริภูมทิอพอโลยี   ทอพอโลยีผลคูณบน X Y  

(The product topology on X Y ) ถูกนิยามใหเปนทอพอโลยีที่มีฐานหลัก  BXxY  คือเซตซึ่งมี

สมาชิกอยูในรูป U V  โดยที่ XU   และ YV     นั่นคือ  

    BXxY X{U V | U     และ YV }   

 

ในการที่จะตรวจสอบวา BXxY  เปนฐานหลักสําหรับทอพอโลยีทําไดไมยาก โดยอาศัยสมบัติของเซต

ที่วา  

       1 1 2 2 1 2 1 2U V U V U U V V        

โดยที่  1 2 XU ,U    และ  1 2 YV ,V    

และสังเกตวา  BXxY ไมใชทอพอโลยี เนื่องจากสมาชิกสองตัวใดๆของ BXxY ยูเนียนกันแลว

อาจจะไมไดอยูในรูปผลคูณจึงไมใชสมาชิกของ BXxY 

 

ทฤษฎีบทที่ 2.4 ให (X, ) และ Y(Y, ) เปนปริภูมทิอพอโลยี  โดยที่มี B และ C เปนฐานหลกั

สําหรับทอพอโลยีบน X  และ Y  ตามลําดับ จะไดวา  

D {B C | B    B และ CC}  

เปนฐานหลักสําหรับทอพอโลยีผลคูณบน X Y  

 

บทพิสูจน  ในการพิสูจนจะอาศัยทฤษฎีบทที่ 2.3 โดยให  W เปนเซตเปดใน X Y  และ ให  

(x, y) W  โดยนิยามของทอพอโลยีผลคูณจะไดวา มี XU   และ YV    ท่ีซึ่ง  

(x, y) U V W    

แตเนื่องจาก B และ C เปนฐานหลักสําหรับทอพอโลยีบน X  และ Y  จึงไดวา มี B B และ 

CC  ที่ซึ่ง 

x B U   และ y C V   ดังนั้น  (x, y) B C U V W      

เพราะฉะนั้น  D  คือ ฐานหลักสําหรับทอพอโลยีผลคูณบน X Y       
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X 

Y 

U 

ตัวอยาง 2.5  พิจารณา usual( , )  เราจะไดวา ทอพอโลยีผลคณูบน 2  จะมีสมาชิกของฐานหลัก

มีหนาตาเปนผลคณูของชวงเปด (a,b) (c,d) ซ่ึงคือบริเวณภายในของรูปส่ีเหล่ียมผืนผาบนระนาบ 

XY ดังรูปตอไปนี้ 

 

 

 

 

 

ปริภูมิทอพอโลยียอย (the subspace topology) 

ในทํานองเดียวกบัปริภมูิอิงระยะทางที่เราสามารถพิจารณาทุกๆเซตยอยของปริภูมิอิง

ระยะทางเปนปริภมูิอิงระยะทาง ผานการวัดระยะทางท่ีจํากัดโดเมนลงบนเซตยอย  สําหรับปริภูมิทอ

พอโลยี เราสามารถนิยามปริภูมทิอพอโลยียอยไดดังตอไปน้ี 

 

บทนิยาม 2.6  ให (X, ) เปนปริภูมิทอพอโลยีและ Y X  แลวเราจะไดวา  

Y {U Y | U }      

เปนทอพอโลยีบน Y และเรียกทอพอโลยีดังกลาววา ทอพอโลยยีอย (subspace topology) ของ Y 

ที่ถูกถายทอดจาก(inherited from) X และเราจะเรียก Y(Y, )  วาเปนปริภูมิทอพอโลยียอยของ 

(X, )  

 

 

 

 

 

 

 

 

ทฤษฎีบทท่ี 2.5 ให B เปนฐานหลักของปริภูมทิอพอโลยี (X, )  และ ให Y X  แลวเราจะไดวา  

BY {B Y | B    B } 

เปนฐานหลักสําหรับทอพอโลยียอยของ Y  

บทพิสูจน  เห็นไดชัดวา BY Y  เพราะวา B   

ให YV    และ x V  แลวเราไดวา x V U Y    สําหรับบาง U 

เนื่องจาก B เปนฐานหลักของปริภูมิทอพอโลยี (X, )  ดังนั้นจะมี xB   B  ท่ีซึ่ง xx B U   

a b 

c 

d 
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หรอื xx B Y U Y V      

เพราะฉะนั้น BY เปนฐานหลักสําหรบัทอพอโลยียอยของ Y       

 

ตัวอยาง 2.6  จากตัวอยาง 2.4 กอนหนานี้เราไดวา  Bdis {{x} | x X}   เปนฐานหลักของ 

dis P(X)   บนเซต X ใดๆ  ถาเราให Y X  เราจะไดวา  

 Bdis (Y) {B Y | B    Bdis }  {{y} | y Y}   

เปนฐานหลักของ Y ซึ่งกอกําเนิดทอพอโลยียอย dis(Y) P(Y)   ของ Y 

 

ทฤษฎีบทที่ 2.6 ให Y เปนปริภูมิทอพอโลยียอยของ (X, )   ถา U เปนเซตเปดใน Y และ Y เปน

เซตเปดใน X แลว U เปนเซตเปดใน X ดวย  

 

บทพิสูจน  เนื่องจาก U เปนเซตเปดใน Y ภายใตทอพอโลยียอย ดังน้ัน  U V Y   โดยที่ 

V    
และเน่ืองจาก Y เปนเซตเปดใน X ดวย ดังนั้น U V Y   เปนเซตเปดใน X    

 

ตัวอยาง 2.7  พิจารณา usual( , )  และให Y [0,1)    และ 1U [0, )
2

  จะไดวา U เปน

เซตเปดใน Y เนื่องจาก 1 1U [0, ) ( 1, ) [0,1)
2 2

     แตเนื่องจาก Y ไมไดเปนเซตเปดใน   

ดังน้ันเราจึงไมสามารถไดขอสรปุตามทฤษฎีบทที่2.6  ในความเปนจริง U ไมเปนเซตเปดใน   

 

โดยทั่วไปแลว เรากลาวไดคราวๆวา เซตเปดในเซตใหญจะเปนเซตเปดในเซตเล็กดวย แตเซต

เปดในเซตเล็กไมจําเปนตองเปนเซตเปดในเซตท่ีใหญกวา 

 

เซตปด (closed sets) 

 

บทนิยาม 2.7  ให (X, ) เปนปริภูมิทอพอโลยีและ C X  เราจะกลาววา C เปนเซตปด (closed 

set) ใน X ก็ตอเมื่อ X C   หรือ X C  เปนเซตเปดนั่นเอง 

 

ตัวอยาง 2.8  

(1) พิจารณา usual( , )  เราจะไดวา ชวงปด [a,b]  ใดๆเปนเซตปด เพราะวา 

usual[a,b] ( ,a) (b, )        
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C 

(2) พิจารณา 2
usual( , )  ให C {(x,y) | x 0, y 0}    

 

เราจะไดวา C เปนเซตปด เน่ืองจาก 2
usualC ( , 0) ( , 0)                     

 

 

 

 

 

 

(3) พิจารณา cofinite(X, ) และ C X เราไดวา C เปนเซตปด  ก็ตอเมื่อ  C เปนเซตจํากัด  

 

(4) พิจารณา discrete(X, ) (X,P(X))   เราไดวา ทกุๆเซตยอยของ X เปนเซตปด  

 

ทฤษฎีบทท่ี 2.7  ให (X, ) เปนปริภูมทิอพอโลยี ไดวาขอความตอไปนี้เปนจริง  

(1) ,X  เปนเซตปด 

(2) ทุกๆอินเตอรเซกชันของเซตปดเปนเซตปด 

(Any arbitray intersections of closed sets are closed)  

(3) ทุกๆยูเนียนจํานวนจํากัดของเซตปดเปนเซตปด 

(Any finite unions of closed sets are closed)  

 

พิสูจน  

(1) เนื่องจาก X X    และ X X   

ดังนั้น ,X  เปนเซตปด 

 

(2) ให I{C }   เปนกลุมของเซตปดใดๆ เมื่อ I เปนเซตดัชน ี

ดังนั้น X C    สําหรับทุกๆ I   

เนื่องจาก   เปนทอพอโลยีบน X ดังนั้น  

 
I I

X C X C 
 

        (กฎของ De Morgan) 

เพราะฉะนั้น 
I

C

 เปนเซตปด 

 

(3) ให n
i i 1{C }   เปนกลุมจํากัดของเซตปดใดๆ  
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ดังน้ัน iX C    สําหรับทุกๆ i {1,2,..., n}  

เนื่องจาก   เปนทอพอโลยีบน X ดังน้ัน  

 
n n

i i
i 1 i 1

X C X C
 

        (กฎของ De Morgan) 

เพราะฉะนั้น 
n

i
i 1

C

 เปนเซตปด         

 

ทฤษฎีบทที่ 2.8  ให Y เปนปริภูมิทอพอโลยียอยของ (X, )  และ A Y  ไดวา  

A เปนเซตปดใน Y  ก็ตอเมื่อ  A C Y   สําหรบับางเซตปด C ใน X 

 

บทพิสูจน   

( )  สมมติให A เปนเซตปดใน Y ดังนั้น YY A    หรือ  

Y A U Y    สําหรับบางเซตเปด U ใน X 
สังเกตวา        (X U) Y (X Y) (U Y) Y (Y A) A            

เพราะฉะนั้น A C Y   โดยที่ C X U   เปนเซตปดใน X 

( )  สมมติให A C Y   สําหรบับางเซตปด C ใน X 

เนื่องจาก C เปนเซตปดใน X ดังน้ัน X C  เปนเซตเปดใน X และเรามีวา  

 X C Y (X Y) (C Y) Y A         

ดังน้ัน YY A    หรือ A เปนเซตปดใน Y นั่นเอง       

 

 

บทแทรกท่ี 2.9  ให Y เปนปริภูมิทอพอโลยียอยของ (X, )   ถา A เปนเซตปดใน Y และ Y เปน

เซตปดใน X แลว A เปนเซตปดใน X ดวย 

 

พิสูจน  โดยทฤษฎีบทท่ี 2.8 เราจะไดวา  A C Y   สําหรบับางเซตปด C ใน X 

เนื่องจาก Y เปนเซตปดใน X  ดังนั้น A C Y  เปนเซตปดใน X ดวย     

 

สวนปดคลุมและสวนภายในของเซต (closure and interior of sets) 

ในหัวขอนี้จะทําการนิยามและศึกษาสวนปดคลุมและสวนภายในของเซตยอยบนปริภูมิทอ

พอโลยีดังตอไปนี้ 
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บทนิยาม 2.8  ให A เปนเซตยอยของปริภูมิทอพอโลยี (X, )  นิยามสวนภายในของเซต A  

(interior of A) ดังนี ้

  Int(A) = A   ยูเนียนของเซตเปดท้ังหมดที่เปนเซตยอยของ A 

และนิยามสวนปดคลุมของเซต A (closure of A) ดังนี ้

    Cl(A)  = A   อินเตอรเซคชันของเซตปดทั้งหมดท่ีคลุม A 

 

ขอสังเกต 1. A  เปนเซตเปด และ A  เปนเซตปด 

 2.  A A A   

 3.  A  เปนเซตเปด  ก็ตอเมื่อ  A A   

 4.  A  เปนเซตปด  ก็ตอเม่ือ  A A  

 

ทฤษฎีบทที่ 2.10 ให Y เปนปริภูมิทอพอโลยียอยของ (X, )  และ A Y แทนสัญลักษณ 

A   สวนปดคลุมของเซต A ใน X  และ YA  สวนปดคลุมของเซต A ใน Y  แลวไดวา  

YA A Y   

 

บทพิสูจน เนื่องจาก YA  เปนเซตปดใน Y ดังน้ัน YA C Y   สําหรับบางเซตปด C ใน 

X  และไดวา YA A C Y C       

โดยนิยามของสวนปดคลุมของ A ใน X จะไดวา  A C  เพราะฉะนั้น YA Y C Y A     

ในทางกลับกัน เนื่องจาก A เปนเซตปดใน X ดังน้ัน A Y  จึงเปนเซตปดใน Y ซึ่ง 

A A Y    
โดยนิยามของสวนปดคลุมของ A ใน Y เราไดวา YA A Y   

เพราะฉะนั้น YA A Y            

 

ทฤษฎีบทที่ 2.11 ให A เปนเซตยอยของปริภูมิทอพอโลยี (X, )  แลวจะไดวา  

x A   ก็ตอเม่ือ  ทุกๆเซตเปด U ที่คลุม x ไดวา U A  

 

บทพิสูจน  เราจะทําการพิสูจนขอความที่สมมูลกับขอความขางตนดังนี้ 

x A    มีบางเซตเปด U ที่คลุม x แต U A  

( )  ให x A   ดังนั้น x X A     

เนื่องจาก A  เปนเซตปด ดังนั้น U X A   เปนเซตเปดท่ีคลุม x  

และยังไดอีกวา U A (X A) A        เพราะวา A A  

( )  สมมติให x X  และมีเซตเปด U ที่คลุม x แต U A  
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สมมติ x A  

เนื่องจาก U เปนเซตเปด และ U A   ดังนั้น  X U เปนเซตปดที่ซึ่ง A X U   

โดยนิยามของสวนปดคลุมของ A ใน  X ไดวา A X U   

เพราะฉะนั้น x X U   ซึ่งขัดแยงกับการที่ U เปนเซตเปดที่คลุม x 

ดังน้ัน x A             
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แบบฝกหัดประจําบทที่ 2 

 
1. ให X เปนปริภูมิทอพอโลยี และ A เปนเซตยอยของ X สมมติวาแตละ  x A  จะมีเซต

เปด U ที่ซึ่ง x U A   จงแสดงวา A เปนเซตเปด 

 

2. ให { }  เปนกลุมของทอพอโลยีบนเซต X  จงแสดงวา   เปนทอพอโลยีบน X  

จากนั้นลองพิจารณาดูวา   เปนทอพอโลยีบน X หรือไม พรอมทั้งใหเหตุผลประกอบ 

 

3. ให X {a, b, c}  และ  

1 { ,X,{a},{a,b}}    และ 2 { ,X,{c},{b,c}}    

จงหาทอพอโลยีที่เล็กที่สุด และใหญที่สุดที่คลุม 1  และ 2  

 

4. จงแสดงวา ถา U เปนเซตเปดใน X และ A เปนเซตปดใน X  แลว U A  เปนเซตเปดใน 

X และ A U  เปนเซตปดใน X 

 

5. ให S เปนเซตยอยของปริภูมิทอพอโลยี X จงแสดงวา  

5.1 oX S X S     

5.2 o(X S) X S    

 

    6. ให X เปนปริภูมิทอพอโลยี ถา Y เปนปริภูมทิอพอโลยียอยของ X และ A Y  แลวจง 

แสดงวา ทอพอโลยียอยของ A  ที่ถูกถายทอดจาก Y  คือสิ่งเดียวกับทอพอโลยียอยของ 

A   
ที่ถูกถายทอดจาก X  

   

    7. จงแสดงวากลุมนบัได 

{(a,b) (c,d) | a,b, c,d }   

 เปนฐานหลักสําหรับทอพอโลยีบน 2  
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บทที่ 3 ความตอเน่ืองของฟงกชัน  

(Continuity of functions) 
 

 แนวคิดเร่ืองฟงกชันตอเนื่อง เปนที่รูจักกันอยางแพรหลายในวิชาคณิตศาสตร ฟงกชัน

ตอเน่ืองแรกๆที่เราไดทําการศึกษาก็คงเปนฟงกชันตอเนื่องระหวางเซตของจํานวนจริงซึ่งถูกพูดถึงใน

วิชาแคลคูลัส ในบทนี้เราจะทําการนิยามและศึกษาสมบัติของฟงกชันตอเนื่องระหวางปริภูมิทอพอโลยี 

ดังจะกลาวตอไปนี้ 

 

บทนิยาม 3.1 ให X Y(X, ),(Y, )  เปนปริภูมทิอพอโลยี และ f : X Y  เปนฟงกชัน  

เรากลาววา f เปนฟงกชันตอเนื่อง (continuous function)  ก็ตอเมื่อ  

ทุกเซตเปด V ใดๆใน Y จะไดวา 1f (V)  เปนเซตเปดใน X  1
Y X(V f (V) )      

 

 

 

 

 

 

 

 

ตัวอยาง 3.1   ให X Yf : (X,d ) (Y,d )  เปนฟงกชันตอเนื่องระหวางปริภูมิอิงระยะทาง 

เนื่องจากทุกปริภูมิอิงระยะทางเปนปริภูมิทอพอโลยี ดังนั้นจากนยิามขางตนเราจะไดวา ทุกๆ 

x X  และ 0  จะไดวา B(f(x); )  เปนเซตเปดใน Y  เพราะฉะนั้น  1f B(f(x); )   

เปนเซตเปดใน  X  และ   1x f B(f(x); )  เพราะฉะนั้น จะมี 0   ซ่ึงทําให  

 1x B(x; ) f B(f(x); )     หรือก็คือ สําหรับทุก y X   

X Yd (x, y) d (f(x), f(y))      

เง่ือนไขขางตนเรียกวา เง่ือนไขการเปนฟงกชันตอเนื่องในเทอมของ   

 

ตัวอยาง 3.2  ให     แทนเซตของจํานวนจรงิที่นิยามทอพอโลยีดวยฐานหลกั  

B l  {(a,b] | a,b }    

เราเรียกทอพอโลยีที่กอกําเนิดดวยฐานหลักขางตนวาทอพอโลยลิีมิตลาง (lower limit topology) 

X Y 

f 

f -1(V) 
V 
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ให 1id :    และ 2id :     เปนการสงเอกลักษณ(identity map) นิยามโดย  

1 2id (x) x id (x)    สําหรับ x    

สังเกตวาชวงเปด (a, b)  เปนเซตเปดทั้งใน   และ    แต ชวง (a,b] เปนเซตเปดใน 

  แตไมเปดใน     ดังน้ันเราเลยไดวา  1id  เปนฟงกชันตอเน่ือง แต 2id  ไมเปนฟงกชันตอเนื่อง  

จากตัวอยางดังกลาวนี้เราจะเห็นวาปจจัยหนึ่งที่สําคัญท่ีมีผลตอความตอเนื่องของฟงกชันก็

คือทอพอโลยีบนเซตนั่นเอง 

 

โดยทั่วไปในการแสดงวาฟงกชันใดๆเปนฟงกชันตอเนื่องไมใชเร่ืองที่งาย ทฤษฎีบทตอไปนี้

เสนอแนวทางที่สมมูลในการตรวจสอบการเปนฟงกชันตอเนื่องโดยมีรายละเอียดดังนี้ 

 

ทฤษฎีบทที่ 3.1  ให X Y(X, ),(Y, )  เปนปริภูมิทอพอโลยี และ f : X Y  เปนฟงกชัน แลว

ขอความตอไปนี้สมมูลกัน 

(1) f เปนฟงกชันตอเน่ือง  

(2) สําหรับเซตยอย A ใดๆของ X ไดวา f(A) f(A)  

(3) สําหรับเซตปด B ใดๆใน Y ไดวา 1f (B)  เปนเซตปดใน X  

 

บทพิสูจน 

(1 2) สมมติให f เปนฟงกชันตอเน่ือง  

ให y f(A)  ดังน้ันจะมี x A  ที่ซึ่ง f(x) y  

ให V เปนเซตเปดใดๆที่คลุม y f(x)  เนื่องจาก f เปนฟงกชันตอเน่ือง ดังน้ัน 1f (V)  เปนเซต

เปด และ 1x f (V)  และจาก  x A  เราจึงไดวา 1f (V) A    

เพราะฉะนั้น ให 1z f (V) A   จะไดวา f(z) V f(A)   นั่นคือ V f(A)    

ดังน้ัน y f(A)  

(2 3) สมมติ สําหรับเซตยอย A ใดๆของ X ไดวา f(A) f(A)  

ให B เปนเซตปดใดๆใน Y  ตองการแสดงวา 1 1f (B) f (B)   

ให 1x f (B)  ดังน้ัน  1 1f(x) f f (B) f(f (B)) B B      

เพราะฉะนั้น 1x f (B)  นั่นคือ 1 1f (B) f (B)   

(3 1) สมมติ สําหรับเซตปด B ใดๆใน Y ไดวา 1f (B)  เปนเซตปดใน X  

ให V เปนเซตเปดใดๆใน Y  ไดวา Y V เปนเซตปดใน Y 

โดยสมมติฐานจะไดวา 1 1 1 1f (Y V) f (Y) f (V) X f (V)         เปนเซตปดใน X 

เพราะฉะนั้น 1 1f (V) X (X f (V))     เปนเซตเปดใน X นั่นคือ f เปนฟงกชันตอเน่ือง   
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บทนิยาม 3.2 ให X Y(X, ),(Y, )  เปนปริภูมทิอพอโลยี และ f : X Y  เปนฟงกชัน  

เรากลาววา f เปนฟงกชันสมานสัณฐาน (homeomorphism)  ก็ตอเมื่อ  

1. f เปนฟงกชันตอเนื่องแบบ 1-1 ทั่วถึง และ 

2. 1f  เปนฟงกชันตอเนื่อง 

 

ขอสังเกต  จากตัวอยางที ่3.2 เราจะเห็นวาสมบัติขอ 1 ไมไดสงผลใหไดสมบัติขอ 2 ในนิยามขางตน 

 

บทนิยาม 3.3  ให X Y(X, ),(Y, )  เปนปริภูมิทอพอโลยี เราจะกลาววา ปริภูมิ X และ Y สมาน

สัณฐานกนั (X is homeomorphic to Y) ใหสัญลักษณแทนดวย X Y  ถามีเปนฟงกชันสมาน

สัณฐาน  f : X Y  

 

ขอสังเกต ความสัมพันธ   เปนความสัมพันธสมมูล (equivalene relation) บนกลุมของปริภูมทิอ

พอโลยีทั้งหมด (แบบฝกหัด) 

 

ตัวอยาง 3.3 

1. ให usual usualf : ( , ) ( , )     นิยามโดย f(x) 3x 1   

เราตรวจสอบไดไมยากวา f เปนฟงกชันสมานสณัฐาน โดยมี 1f  นิยามโดย 1 x 1f (x)
3

   

2. ให g : ( 1,1)    นิยามโดย 2
xg(x)

1 x



 

เราตรวจสอบไดไมยากเชนเดียวกันวา g เปนฟงกชันสมานสัณฐาน (ใหทําเปนแบบฝกหัด) 

 

3. กาํหนดให n n 1 2 2 2
1 2 n 1 1 2 n 1S {(x ,x ,..., x ) | x x x 1}

         

เรียก nS วาเปนทรงกลมมิติ n (sphere of dimension n) 

ให 1h : [0,1) S  นิยามโดย h(t) (cos 2 t, sin 2 t)    

 

 

 

 

 

 

 

 

x 

y 
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เราจะเห็นไดชัดวา h เปนฟงกชันตอเน่ืองแบบ 1-1 และ ท่ัวถึง 

พิจารณา 1U [0, )
4

  เปนเซตเปดใน [0,1)  แต 1h([0, ))
4

ไมใชเซตเปดใน 1S  

 

 

 

 

 

 

 

ดังนั้น 1h  จึงไมเปนฟงกชันตอเนื่อง 

 

ในการสรางฟงกชันตอเนื่องจากปริภูมิทอพอโลยีหนึ่งไปยังอีกทอพอโลยีหน่ึงไมใชเร่ืองงาย 

ทฤษฎีบทตอไปนี้แสดงใหเห็นวาโดยทั่วไปฟงกชันแบบใดบางที่เราสามารถสรุปไดวาเปนฟงกชัน

ตอเน่ือง 

 

ทฤษฎีบทท่ี 3.2 

(กฎการสรางฟงกชันตอเนื่อง : Rule for constructing continuous functions) 

ให X,Y,Z เปนปริภมูทิอพอโลยี 

1. ฟงกชันคงตัว (Constant function): ฟงกชันคงตัว f : X Y  นิยามโดย  0f(x) y   

เปนฟงกชันตอเนื่อง  เมื่อ 0y เปนจุดตรึง(fixed point) ใน Y 

2. ฟงกชันสงเขา (Inclusion): ให A X  และ i : A X  นิยามโดย i(x) x  

สําหรับทุก x A เปนฟงกชันตอเนื่อง 

3. ฟงกชันประกอบ (Compositition): ให f : X Y  และ g : Y Z  เปนฟงกชัน

ตอเน่ือง จะไดวาฟงกชันประกอบ g f  เปนฟงกชันตอเนื่อง 

4. การจํากัดโดเมน (Domain restriction) : ให f : X Y เปนฟงกชันตอเนื่อง และ 

A X แลวเราจะไดวาฟงกชันจํากัด |Af : A Y  นิยามโดย |Af (x) f(x)  สําหรับทุก 

x A เปนฟงกชันตอเนื่อง 

5. การจํากัดเรนจ (Range restriction): ให f : X Y เปนฟงกชันตอเนื่อง ถา Z Y ที่

ซึ่ง f(X) Z  แลวจะไดวา g : X Z  นิยามโดย g(x) f(x) สําหรับทุก x X เปน

ฟงกชันตอเนื่อง 

6. การขยายเรนจ (Range expansion) : ให f : X Y เปนฟงกชันตอเนื่อง ถา Y Z   

แลวจะไดวา g : X Z  นิยามโดย g(x) f(x) สาํหรับทุก x X เปนฟงกชันตอเนื่อง 

 

x 

y 
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7. การกอตัวของความตอเนื่องเฉพาะที่ (Local formulation of continuity) : ให 

f : X Y เปนฟงกชัน ถา 
I

X U


  โดยที่ I เปนเซตดัชนี และ U เปนเซตเปด

สําหรับทุกๆ I  สมมติให 
|Uf


เปนฟงกชันตอเนื่อง แลวจะไดวา f  เปนฟงกชันตอเนื่อง 

8. ความตอเน่ืองท่ีแตละจุด (Continuous at each point): สําหรับ x X และแตละเซต

เปด V Y  ที่ซึ่ง f(x) V  ถาเรามี เซตเปด U X  ที่ซึ่ง f(U) V  แลวเราจะไดวา 

f  เปนฟงกชันตอเนื่อง 

 

บทพิสูจน  

1. ให  V เปนเซตเปดใน Y  

ถา 0y V  แลวจะไดวา 1f (V)    ซึ่งเปนเซตเปดใน X 

ถา 0y V  แลวจะไดวา 1f (V) X   ซึ่งเปนเซตเปดใน X 

ดังน้ัน f  เปนฟงกชันตอเนื่อง 

 

2. ให  V เปนเซตเปดใน X จะไดวา  

 1i (V) V A    ซึ่งเปนเซตเปดใน A ตามนิยามของทอพอโลยียอย 

ดังน้ัน i เปนฟงกชันตอเนื่อง 

 

3. ให f : X Y  และ g : Y Z  เปนฟงกชันตอเน่ือง และให V เปนเซตเปดใน Z 

เนื่องจาก g เปนฟงกชันตอเนื่องจะไดวา 1g (V)  เปนเซตเปดใน Y 

และเน่ืองจาก f เปนฟงกชันตอเนื่องจะไดวา   1 1 1g f (V) f (g (V))
    เปนเซตเปด

ใน X    นั่นคือ g f  เปนฟงกชันตอเน่ือง 

 

4. สังเกตวา |A Af f i   โดยที่ Ai : A X เปนฟงกชันสงเขา โดยขอ 2- 3 เราไดวา |Af  

เปนฟงกชันตอเนื่อง 

 

5. ให  W เปนเซตเปดใน Z จะไดวา W V Z   โดยที่ V  เปนเซตเปดใน Y 

และไดวา 1 1 1g (W) g (V Z) f (V)      ซึ่งเปนเซตเปดใน X เพราะวา f เปน

ฟงกชันตอเน่ือง  ดังนั้น g เปนฟงกชันตอเนื่อง 

 

6. สังเกตวา Yg i f   โดยที่ Yi : Y Z เปนฟงกชันสงเขา โดยขอ 2- 3 เราไดวา g  เปน

ฟงกชันตอเน่ือง 
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7. ให V เปนเซตเปดใน Y จะไดวา  1 1
|U

I

f (V) f (V)


 



  

เนื่องจาก 
|Uf


เปนฟงกชันตอเนื่อง ดังนั้นไดวา 1

|Uf (V)


  เปนเซตเปดใน U  สําหรบัทุก 

I    และจาก U  เปนเซตเปดใน X ดังนั้น 1
|Uf (V)


  เปนเซตเปดใน X ดวย 

เพราะฉะนั้น 1 1
|U

I

f (V) f (V)


 



  เปนเซตเปดใน X นั่นคือ f เปนฟงกชันตอเน่ือง 

 

8. ให V เปนเซตเปดใน Y และให 1x f (V)  ดังน้ัน f(x) V   

โดยสมมติฐาน ไดวา จะมีเซตเปด U ใน X ท่ีซึ่ง x U และ f(U) V   ดังน้ัน  
1 1x U f (f(U)) f (V)     

เพราะฉะนั้น 1f (V)  เปนเซตเปดใน X        

 

 

บทตั้งที่ 3.3 (บทตั้งของการแปะ : The pasting lemma) 

ให X A B   โดยที่ A และ B เปนเซตปดใน X  ให f : A Y  และ g : B Y เปน

ฟงกชันตอเน่ืองที่ซึ่ง f(x) g(x)  สําหรับทุก x A B   นิยามฟงกชัน h: X Y  โดย 

f(x) , x A
h(x)

g(x) , x B

   
 

แลว h เปนฟงกชันตอเน่ือง 

 

บทพิสูจน  

ให C เปนเซตปดใดๆใน Y  แลวเราไดวา 1 1 1h (C) f (C) g (C)     

เนื่องจาก f และ g เปนฟงกชันตอเน่ือง ดังนั้น 1f (C)  และ 1g (C)  เปนเซตปดใน A และ B 

ตามลําดับ 

และเน่ืองจาก A และ B เปนเซตปดใน X ดังนั้น 1f (C)  และ 1g (C)  เปนเซตปดใน X ดวย 

เพราะฉะนั้น 1 1 1h (C) f (C) g (C)     เปนเซตปดใน X นั่นคือ h เปนฟงกชันตอเนื่อง   
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ตัวอยาง 3.4  กําหนดฟงกชันh,k, l  :  นยิามดังตอไปนี้  

 

 

x , x 0
h(x) x , x 02

   
 

 

 

 

 

 

x 2 , x 0
k(x)

x 2 , x 0

     
 

 

 

 

 

 

 

l
x 2 , x 0

(x)
x 2 , x 0

     
 

 

 

 

จากตัวอยางของฟงกชันขางตนจะเห็นวา ฟงกชัน h เปนฟงกชันตอเนื่อง เนื่องจากสอดคลอง

ตามทฤษฎีบทขางตนทุกประการ สวนฟงกชัน k  ไมใชฟงกชันตอเนื่อง เนื่อง จาก x 2 x 2    ที่ 

x 0  ดังน้ันทฤษฎีบทจึงไมไดการันตีความตอเนื่อง  

ในทํานองเดียวกนั ฟงกชัน l ไมใชฟงกชันตอเนื่องจาก A {x | x 0} ( , 0)     

ไมใชเซตปด ใน  ดังนั้นทฤษฎีบทจึงไมไดการันตีความตอเน่ือง 

 

 

 

 

x 

y 

x 

y 

x 

y 
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ทฤษฎีบทที่ 3.4  ให f : A X Y   นิยามโดย  1 2f(a) (f (a), f (a))  สําหรบัทุก a A   

เราจะไดวา f เปนฟงกชันตอเน่ือง ก็ตอเม่ือ  1f : A X  และ  2f : A Y  เปนฟงกชันตอเนื่อง 

 

บทพิสูจน  

( )  สมมติให f เปนฟงกชันตอเนื่อง ให 1 : X Y X    และ 2 : X Y Y    นิยามโดย 

1(x,y) x   และ  2(x,y) y   สําหรบัทุก x X  , y Y  

สังเกตวา สําหรับเซตเปด U X  และ V Y  เราไดวา 1
1 (U) U Y    และ  

1
2 (V) X V    ซึ่งเปนเซตเปดใน X Y  ดังน้ัน 1 และ 2  จึงเปนฟงกชันตอเนื่อง  และได

อีกวา 1 1f (a) (f(a))   และ  2 2f (a) (f(a))   ทุก a A   

เพราะฉะนั้นโดยทฤษฎีบทที่ 3.2 จึงไดวา  1f : A X  และ  2f : A Y  เปนฟงกชันตอเนื่อง  

( )  สมมติให   1f : A X  และ  2f : A Y  เปนฟงกชันตอเนื่อง 

ให    U V X Y    เปนสมาชิกของฐานหลักสําหรบัทอพอโลยีผลคณูบน X Y   

จะไดวา U และ V เปนเซตเปดใน X และ Y ตามลําดับ  ดังนั้น  1
1f (U)  และ  1

2f (V)  เปนเซต

เปดใน A    แตเน่ืองจาก  1 1 1
1 2f (U V) f (U) f (V)      เพราะฉะนั้น  1f (U V)   จึงเปน

เซตเปดใน A    นั่นคือ  f เปนฟงกชันตอเนื่องนั่นเอง       

 

ความตอเน่ืองระหวางปริภูมิอิงระยะทาง (continuity between metric spaces) 

เนื่องจากเราสามารถพิจารณาปริภูมิอิงระยะทางใหเปนปริภูมิทอพอโลยีตามที่เคยกลาวไว

แลวในหัวขอกอนหนา ในหัวขอน้ีจะทําการศึกษาความตอเน่ืองระหวางปริภูมิอิงระยะทาง โดยกอน

อ่ืนจะขอนิยามความตอเนื่องรายจุดกอนดังนิยามตอไปนี้     

 

บทนิยาม 3.3  ให X(X,d )  และ Y(Y,d )  เปนปริภูมิอิงระยะทาง และ f : X Y  เปนฟงกชัน 

ใดๆ  เราจะกลาววา  f  เปนฟงกชันตอเน่ือง (continuous function) ที่ 0x X  ก็ตอเมื่อ ทุกๆ 

0  จะมี 0   โดยที่สําหรับ x X  ที่ซึ่ง  

X 0d (x,x )   เราจะไดวา  Y 0d (f(x), f(x ))   

X 0 Y 0[ 0 0 x X,d (x, x ) d (f(x), f(x )) ]            

และเราจะกลาววา  f  เปนฟงกชันตอเน่ือง ก็ตอเมื่อ  f  เปนฟงกชันตอเนื่องที่ทุกๆจุดใน X  

 

 

ทฤษฎีบทถัดไปจะแสดงใหเห็นถึงความสมมูลระหวางบทนิยาม 3.3 และบทนิยาม 3.1 ดังจะ

กลาวตอไปนี้ 
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ทฤษฎีบทที่ 3.5 ให X(X,d )  และ Y(Y,d )  เปนปริภูมิอิงระยะทาง และ f : X Y  เปน

ฟงกชัน  

ขอความตอไปนี้สมมูลกัน 

1. f  เปนฟงกชันตอเนื่อง (บทนิยาม 3.3) 

2. สําหรับ x X  และสําหรับลําดับ n(x )  ที่ลูเขาสู x  เราจะไดวา ลําดับ n(f(x )) จะลูเขา

สู f(x)  

3. 1f (V)  เปนเซตเปดใน X  สําหรับทุกๆเซตเปด V  ใน Y  (บทนยิาม 3.1) 

 

บทพิสูจน  เราจะทําการพิสูจนวา 1 2  และ 1 3   

 1 2     สมมติให  f  เปนฟงกชันตอเน่ือง  ให x X  และลําดับ  n(x )  ที่ซึ่ง nn
lim x x


  

สมมติวาลําดับ n(f(x )) ไมลูเขาสู f(x)  

ดังน้ันจะมี 0  ที่ซึ่งสําหรับทุกๆ n เรามีวา nd(f(x ),(x))    

ให  0   เนื่องจาก nn
lim x x


  ดังนั้นจะมี N  ที่ซึ่งสําหรับ n N เราจะไดวา  

nd(x , x)   

นั่นคือ จะม ี 0  ที่ซึ่งสําหรับทุกๆ 0   ซึ่ง nd(x ,x)   แต  nd(f(x ),(x))   

ดังน้ัน f ไมตอเน่ืองที่ x  ซึ่งขัดแยงกับสมมติฐาน 

เพราะฉะนั้น  ลําดับ n(f(x )) ลูเขาสู f(x)  

 2 1   สมมติสําหรับ x X  และสําหรับลําดบั n(x )  ท่ีลูเขาสู x  เราจะไดวา ลําดับ n(f(x )) 

จะลูเขาสู f(x)  

สมมติใหมี 0x X  ที่ซึ่ง f ไมตอเนื่องที่ 0x  

 นั่นคือ จะมี 0  ท่ีซึ่งสําหรับทุกๆ 0   ซึ่ง 0d(x, x )   แต  0d(f(x),(x ))   

สําหรับแตละ n N  จะไดวา 1 0
n
  โดยขอสมมติฐานเราจะไดวามี nx X   ที่ซึ่ง  

n 0
1d(x , x )
n

  แต  n 0d(f(x ),(x ))   

นั่นคือ เราไดสรางลําดับ n(x )  ซึ่งลูเขาสู x  เม่ือ n   แตลําดับ n(f(x )) ไมลูเขาสู  f(x) 

ซึ่งขัดแยงกับขอสมมติฐาน  

เพราะฉะนั้น f เปนฟงกชันตอเนื่อง 

 1 3  สมมติให  f  เปนฟงกชันตอเน่ือง  

ให V เปนเซตเปดใน Y  เราตองการแสดงวา  1f (V)  เปนเซตเปดใน X   

ให 1x f (V)  ดังน้ัน f(x) V   เน่ืองจาก V เปนเซตเปด ดังน้ัน จะม ี 0  ที่ซึ่ง  

B(f(x); ) V   

เนื่องจาก f เปนฟงกชันตอเนื่อง ดังนั้นจะมี 0   ที่ซึ่งสําหรับ y X  ที่ซึ่ง  
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d(y, x)   เราจะไดวา  d(f(y), f(x))   

หรอื ถา y B(x; )    แลว f(y) B(f(x); )   นั่นคือ  f(B(x; )) B(f(x); )    

ดังน้ัน   1 1B(x; ) f B(f(x); ) f (V)      

เพราะฉะนั้น  1f (V)  เปนเซตเปด 

 3 1   สมมติ 1f (V)  เปนเซตเปดใน X  สําหรับทุกๆเซตเปด V  ใน Y  

ให x X  และ 0  ดังนั้น B(f(x); )  เปนเซตเปดใน Y  

โดยสมมติฐานจะไดวา   1f B(f(x); )   เปนเซตเปดใน X  

เนื่องจาก  1x f B(f(x); )   และ    1f B(f(x); )   เปนเซตเปด ดังนั้นจะมี 0   ที่ซึ่ง  

 1B(x; ) f B(f(x); )    หรือ  f B(x; ) B(f(x); )    

นั่นคือสําหรับ y X  ท่ีซึ่ง  

ถา y B(x; )    แลวไดวา  f(y) B(f(x); )   

หรอื   ถา d(y, x)   เราจะไดวา  d(f(y), f(x))   

นั่นคือ  f  เปนฟงกชันตอเน่ือง           
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แบบฝกหัดประจําบทที่ 3 

 
 1.  สมมติให f : X Y  เปนฟงกชันตอเน่ือง ถา x  เปนจุดลมิิตของ A X  แลว จําเปน 

หรอืไมที่ f(x) ตองเปนจุดลิมิตของ f(A) Y  จงอธิบายเหตุผล 

 

2. ให   และ   เปนทอพอโลยีบนเซต X  และให id : (X, ) (X, )    แทนการสง 

เอกลักษณบน X  จงแสดงวา 

 2.1 id เปนฟงกชันตอเน่ือง        

 2.2 id เปนฟงกชันสมานสัณฐาน        

 

3. จงยกตัวอยางฟงกชัน usual usualf : ( , ) ( , )     ที่มีความตอเน่ืองแคเพียงจุดเดียว 

 

4.  ให 0x X  และ 0y Y  จงแสดงวาฟงกชัน f : X X Y   และ g : Y X Y   

นิยามโดย   

0f(x) (x,y )  และ 0g(y) (x , y)  

สําหรับทุก x X  และ y Y  เปนฟงกชันแบบฝงใน (imbedding function) นั่นคือ f  

และ g เปนฟงกชันตอเน่ืองแบบ 1-1 โดยที่ 1f  และ 1g เปนฟงกชันตอเน่ืองดวย 

 

5.  ให f : A B  และ g : C D  เปนฟงกชันตอเนื่อง นิยามฟงกชัน 

f g : A C B D     โดย   

 f g(a,c) f(a), g(c)   

จงแสดงวา  f g  เปนฟงกชันตอเนื่อง 

 

6. ให  F: X Y Z   เราจะกลาววา F เปนฟงกชันตอเนื่องบนแตละตัวแปรแยกกัน 

(continuous in each variable separately) ถา 

(i) แตละ 0y Y  ฟงกชัน h : X Z   นิยามโดย   

0h(x) F(x, y )   เปนฟงกชันตอเนื่อง   และ  

(ii) แตละ 0x X  ฟงกชัน k : Y Z    นิยามโดย  

0k(y) F(x , y)    เปนฟงกชันตอเน่ือง   

จงแสดงวา ถา F เปนฟงกชันตอเนื่อง  แลว F เปนฟงกชันตอเนื่องบนแตละตัวแปรแยกกัน   
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บทที่ 4 ความเช่ือมโยงและความกระชับ  
(Connectedness and compactness) 

ในวิชาแคลคูลัสมีทฤษฎีบทท่ีสําคัญอยู 2 ทฤษฎีบทดังตอไปนี้ 

 ทฤษฎีบทคากลาง (Intermediate Value Theorem) 

ถา f : [a, b]   เปนฟงกชันตอเนื่องแลว ทุกๆ  r f(a), f(b)  จะมี c [a, b]  ท่ีซึ่ง 

f(c) r  

 ทฤษฎีบทคาสุดขีด (Extreme Value Theorem) 

ถา f : [a, b]   เปนฟงกชันตอเนื่องแลว จะมี c, d [a, b]  ท่ีซึ่ง f(x) f(c)  และ 

f(x) f(d)  สําหรับทุกๆ x [a,b]  

เราจะเห็นวาทฤษฎีบทดังกลาวเปนจริงเม่ือ f  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีนิยามบน [a,b] ซึ่งสมบัติท่ี

สําคัญของชวงปด [a,b]  ก็คือ ความเชื่อมโยง และ ความกระชับ  

 ในบทนี้เราจะทําการนิยามและศึกษาสมบัติทั้งสองบนปริภูมิทอพอโลยีที่กําหนดดังจะกลาว

ตอไปน้ี 

 

1. ความเชื่อมโยง (connectedness) 

 แนวคิดเรื่องความเชื่อมโยงเกิดจากการท่ีเราพยายามจะพิจารณาวาปริภูมิทอพอโลยีที่

กําหนดใหมีเพียงสวนเดียวหรือมากกวาหนึ่งสวน ซึ่งแนวคิดของนิยามเร่ืองความเชื่อมโยงไดมาจาก

รูปภาพดังตอไปนี้ 

 

 

 

 

 

         X เปนเซตเชื่อมโยง    X ไมเปนเซตเชื่อมโยง 

 

บทนิยาม 4.1  ความแบงแยก (separation) ของปริภูมิทอพอโลยี (X, )  คือคูของเซตยอย U และ 

V ของ X ที่มีสมบัติดังนี้ 

1. U และ V เปนเซตเปด และ ไมวาง 

2. U V  

3. U V X   
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บทนิยาม 4.2  เราจะกลาววาปริภูมทิอพอโลยี (X, )  เปนปริภูมิไมเชื่อมโยง (disconnected 

space) ก็ตอเมื่อ เราสามารถหาความแบงแยกของ X ได 

 และเราจะกลาววา X เปนปริภูมิเชื่อมโยง(connected space)  ก็ตอเมื่อ เราไมสามารถหา

ความแบงแยกไดบน X 

 

ขอสังเกต  ถา U และ V เปนความแบงแยกบน X แลวจะไดวา U และ V เปนทั้งเซตเปดและปดใน 

X 

 

ทฤษฎีบทที่ 4.1 ปริภูมทิอพอโลยี X จะเปนปริภูมิเชื่อมโยง ก็ตอเมื่อ   และ X เปนเพียงสองเซต

ยอยที่เปนทั้งเซตเปดและเซตปด 

 

บทพิสูจน 

( )  สมมติให X เปนปริภูมิเชื่อมโยง และสมมติให U เปนเซตยอยของ X ซึ่ง U ,X  และ U 

เปนท้ังเซตเปดและปด ให V X U   จะไดวา V, V เปนเซตเปด ซึ่ง U V  และ 

U V X   ดังนั้น  U และ V เปนการแบงแยกบน X  

ซึ่งขัดแยงกับการที่ X เปนปริภูมิที่เชื่อมโยง   

เพราะฉะนั้น   และ X เปนเพียงสองเซตยอยที่เปนเซตเปดและปด 

( )  สมมติให   และ X เปนเพียงสองเซตยอยที่เปนเซตเปดและปด 

สมมติให X เปนเซตที่ไมเชื่อมโยงที่มีความแบงแยกเปน U และ V 

 ดังน้ัน จากขอสังเกตไดวา U และ V เปนทั้งเซตเปดและปด โดยสมมติฐานจะไดวา  

U X  หรอื U 

ถา U X  แลวจะไดวา V X X   เกิดขอขัดแยง 

ถา U แลวจะไดวา เปนไปไมไดเพราะวา U และ V เปนการแบงแยกบน X 

เพราฉะนั้น X เปนปริภูมิเชื่อมโยง          

 

บทนิยาม 4.3  ให  U และ V เปนเซตยอยของปริภูมิทอพอโลยี X เราจะกลาววา คู (U,V) 

แบงแยกจากกัน (U and V are separated) ก็ตอเมื่อ  U V    และ U V    

 

ขอสังเกต  ถา คู (U,V) แบงแยกจากกัน แลวจะไดวา U V   

แตบทกลับไมจริงดังตัวอยางตอไปนี้ 
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ตัวอยาง 4.1  ใน usual( , )  ถาเราให U (0,1)  และ V [1,2]  แลวเราจะไดวา 

U V  แตวา U V {1}     ดังน้ัน U ไมแบงแยกจาก V 

 

ทฤษฎีบทท่ี 4.2  ให Y เปนปริภูมทิอพอโลยียอยของ X เราจะไดวา ความแบงแยก U และ V ใน 

Y คือคูของเซตยอยที่ไมวางซึ่งแบงแยกจากกนั และ U V Y   

 

พิสูจน  

( )  สมมติให U และ V เปนความแบงแยกใน Y นั่นคือ  

1.  U และ V เปนเซตไมวาง และ เปดใน Y 

2. U V  

3. U V Y   
ดังนั้นเพียงพอที่จะแสดงวา  U V    และ U V    

จากขอสังเกตขางตนเราจะไดวา U เปนทั้งเซตเปดและเซตปดใน Y ดังนั้น U U  เพราะฉะนั้น 

U V U V       และในทํานองเดียวกันก็จะไดวา U V    

( )  สมมติให U และ V เปนเซตยอยที่ไมวางของ Y ซ่ึงแบงแยกจากกัน และ U V Y   

ดังนั้นเราเพียงพอที่จะแสดงวา U และ V เปนเซตเปดใน Y  

เนื่องจาก U V     และ U V Y  แลวเราจะไดวา U U  

ในทํานองเดียวกันเราจะไดวา V V  

เพราะฉะนั้น  V Y U Y U     เปนเซตเปดใน Y  

และ U Y V Y V    เปนเซตเปดใน Y        

 

ตัวอยาง 4.2  

1. ให   X {1,2}    และ indis { ,X}    เปนทอพอโลยีแบบอวิยุตบน X เราจะได

วา indis(X, )  เปนปริภูมิเช่ือมโยง  แต usual(X, ) เปนปริภูมิไมเชื่อมโยง โดยที่ usual  

เปนทอพอโลยีเซตยอยที่ถูกถายทอดจากทอพอโลยีปกตบิน   เน่ืองจาก ถาให 

1U {1} (0, ) X
2

    และ 1V {2} ( ,1) X
2

    เปนเซตเปดใน X ที่เปนความ

แบงแยกบนเซต X  

 

2. ให Y [ 1, 0) (0,1]      ภายใตทอพอโลยีปกติบน   เราจะไดวา Y เปนเซตไม

เชื่อมโยง 

 

 
U V 

1 0 -1 -2 2 3 

Y 
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เนื่องจาก ถาให U [ 1, 0) ( 2, 0) Y      และ V (0,1] (0,2) Y    เปนเซต

เปดใน Y ที่เปนความแบงแยกบนเซต Y  

 

3. พิจารณา   เปนปริภูมทิอพอโลยียอยของ  ภายใตทอพอโลยีแบบปกติ เราจะไดวา   

เปนเซตไมเชื่อมโยง เพราะวาถาเราให U ( , 2)     และ V ( 2, ))    

แลว U และ V เปนเซตเปดใน   ซึ่งเปนความแบงแยกบนเซต   

 

ทฤษฎีบทที่ 4.3  ให U  และ V เปนการแบงแยกบนปริภูมิทอพอโลยี X และ Y เปนเซตยอยที่

เชื่อมโยงใน X แลวเราจะไดวา Y U  หรือ Y V  อยางใดอยางหนึ่ง 

  

บทพิสูจน  ให A U Y   และ B V Y   แลวเราเห็นไดชัดวา  

1. A และ B เปนเซตเปดใน Y  

2. A B (U Y) (V Y) (U V) Y Y              

3. A B (U Y) (V Y) (U V) Y X Y Y            

ดังน้ัน A และ B เปนการแบงแยกบน Y ซึ่งขัดแยงกับการที่ Y เปนเซตเชื่อมโยง 

เพราะฉะนั้น จึงไดวา A หรือ B เปนเซตวางอยางใดอยางหนึ่ง  

นั่นคือ Y U  หรือ Y V  อยางใดอยางหนึ่ง       

 

ทฤษฎีบทที่ 4.4 ยูเนียนใดๆของเซตเชื่อมโยงท่ีมีจุดรวมจะเปนเซตเชื่อมโยงดวย 

 

บทพิสูจน ให {U | I}    เปนกลุมของเซตเชื่อมโยง โดยที่ I เปนเซตดัชนีใดๆ 

และให 0x  เปนจุดรวมของกลุมขางตน นั่นคือ 0x U ทุกๆ I   

สมมติให 
I

U

  เปนเซตไมเชื่อมโยง โดยที่มีการแบงแยกเปน A และ B  

โดยไมเสียนัยทั่วไป สมมติให 0x A  โดยทฤษฎีบทที่ 4.3 เราจะไดวา U A  ทุกๆ I   

ดังน้ัน เราจะไดวา 
I

U A


  ซึ่งสงผลให B เกิดขอขัดแยง 

เพราะฉะนั้น  
I

U

  เปนเซตเชื่อมโยง         

 

ทฤษฎีบทที่ 4.5  ให A เปนเซตยอยที่เชื่อมโยงของปริภูมิทอพอโลยี X และ A B A   โดยที่ 

B เปนเซตยอยใดๆของ X แลวเราจะไดวา  B เปนเซตเชื่อมโยง 
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บทพิสูจน  สมมติให B เปนซตไมเชื่อมโยงโดยมีการแบงแยกเปน C และ D  

โดยทฤษฎีบทท่ี 4.3 เราจะไดวา A C  หรือ A D อยางใดอยางหนึ่ง 

โดยไมเสียนัยทั่วไป สมมติให A C  ดังน้ัน A C  

เพราะฉะนั้น ไดวา  B A C C     ดังนั้นเราจะไดวา D 

ซึ่งขัดแยงกับการที่ C และ D เปนการแบงแยกบน B  

ดังน้ัน B เปนเซตเชื่อมโยง          

 

ทฤษฎีบทที่ 4.6 ให f : X Y  เปนฟงกชันตอเนื่อง โดยที่ X เปนปริภูมิเชื่อมโยง แลวเราจะไดวา 

ภาพ f(X) เปนเซตเช่ือมโยงดวย 

 

บทพิสูจน  สมมติให f(X) เปนเซตไมเชื่อมโยงโดยมีการแบงแยกเปน U และ V  

นั่นคือ  1. U และ V เปนเซตเปด ที่ไมวาง 

 2. U V  

 3. U V f(X)   

ให 1A f (U)  และ 1B f (V)  โดยเง่ือนไข 1. และจากการที่ f เปนฟงกชันตอเนื่องเราจะได

วา A และ B เปนเซตเปดท่ีไมวาง 

จากเงื่อนไขที่ 2-3 เราจะไดวา A B  และ A B X    

ดังน้ัน A และ B เปนการแบงแยกบน X ซึ่งขัดแยงกับการที่ X เปนเซตเชื่อมโยง 

เพราะฉะนั้น f(X)  เปนเซตเชื่อมโยง         

 

ทฤษฎีบทที่ 4.7  ทฤษฎีบทคากลาง (Intermediate Value Theorem) 

ถา f : [a, b]   เปนฟงกชันตอเนื่องแลว ถา  r f(a), f(b)  แลวจะมี c [a, b]  ที่

ซึ่ง f(c) r  

 

บทพิสูจน  ให f : [a,b]   เปนฟงกชันตอเนื่อง  

โดยไมเสียนัยทั่วไปสมมติให f(a) f(b)  ให  r f(a), f(b)  

สมมติวาไมมี c [a, b]  ที่ซึ่ง f(c) r  

ให  A f([a, b]) ( , r)    และ  B f([a, b]) (r, )    สังเกตวา A และ B ไมใชเซตวาง

เพราะวา ทั้งสองเซตมี f(a) และ f(b)เปนสมาชิกอยูเซตละตัว  

นอกจากนั้นเราจะไดอีกวา A B  และ A B f([a, b])   นั่นคือ A และ B เปนการ

แบงแยกบน f([a,b])  ซึ่งขัดแยงกับการท่ี f([a,b])  เปนเซตเชื่อมโยง 

เพราะฉะนั้น   จะมี c [a, b]  ที่ซึ่ง f(c) r         
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ทฤษฎีบทท่ี 4.8  ให  X  และ Y เปนปริภูมิเชื่อมโยง แลวเราจะไดวา X Y  เปนเซตเชื่อมโยง

ภายใตทอพอโลยีผลคูณ 

 

บทพิสูจน   ให X  และ Y เปนปริภูมิเชื่อมโยง  ให 0 0(x , y ) X Y    

เห็นไดชดัวา ปริภูมิ 0X {y }  และปริภูมิ  0{x } Y  สมานสัณฐาน กับ X และ Y ตามลําดับ 

ดังนั้นจึงเปนเซตเชื่อมโยงดวย  

 

 

 

 

 

 

 

 

ดังนั้น สําหรับทุก x X   เซต  x 0T (X {y }) ({x} Y)      

เปนเซตเชื่อมโยง เพราะวามี  0(x, y ) เปนจุดรวม 

และสังเกตวา  xx X
X Y T


    ซี่งมี 0 0(x , y ) เปนจุดรวมจึงเปนเซตท่ีเชื่อมโยงดวย    

 

 

2. ความเช่ือมโยงเชิงวิถี (path connected) 

 

บทนิยาม 4.4  ให X เปนปริภมูิทอพอโลยี และ x, y X   

วิถีจาก x ไปยัง y (path from x to y) คือ ฟงกชันตอเนื่อง p : [0,1] X  ซ่ึงมีสมบัติวา 

p(0) x  และ p(1) y  

 

บทนิยาม 4.5 เราจะกลาววาปริภูมทิอพอโลยี X เปนปริภมูเิชื่อมโยงเชิงวิถี (path connected) ก็

ตอเม่ือ ทุกๆ x, y X  เราสามารถหาวิถีใน X ที่เชื่อมโยง x และ y ได 
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ทฤษฎีบทที่ 4.9  ปริภูมเิชื่อมโยงเชิงวิถีเปนปริภูมิเชื่อมโยง 

 

บทพิสูจน ให X เปนปริภูมิเชื่อมโยงเชิงวิถี สมมติให X  เปนปริภูมิไมเชื่อมโยงโดยมีการแบงแยก

เปน U และ V 

เนื่องจาก U และ V เปนเซตไมวาง ดงันั้นให x U  และ y V ดังนั้นเราจะสามารถหาวิถี 

p : [0,1] X U V    ที่ซึ่ง p(0) x  และ p(1) y  

เนื่องจาก p เปนฟงกชันตอเน่ือง และ [0,1] เปนเซตเชื่อมโยงดังนั้น p[0,1]  เปนเซตเชื่อมโยงดวย 

จาก p(0) x U   โดยทฤษฎีบทท่ี 4.3 เราจะไดวา p[0,1] U   

เพราะฉะนั้น p(1) y U   ซึ่งขัดแยงกับการที่ U V  

ดังน้ัน X  เปนปริภูมิเชื่อมโยง          

 

ตัวอยาง 4.3  

1. ให  n n 2 2 2
1 2 n 1 2 nB {(x ,x ,..., x ) | x x x 1}        และ 

n n 2 2 2
1 2 n 1 2 nD {(x ,x ,..., x ) | x x x 1}        

เรยีก nB วาเปนบอลเปดมิติ n ใน n  และ nD วาเปนจานเปดมิติ n ใน n   

 

 

 

 

 

  2B      2D  
 

 

 

 

  

  3B      3D  
 

เราเห็นไดชัดวา nB และ nD เปนเซตเชื่อมโยงเชิงวิถี ดังนั้นเปนเซตเชื่อมโยงดวย 
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2. เซต 2 {(0,0)}  (puncture plane) เปนเซตเช่ือมโยงเชิงวิถี ดังนั้นเปนเซตเชื่อมโยง

ดวย 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. ให 21S {(x, sin ) | 0 x 1}
x

     

นิยามให S S ({0} [ 1,1])     เรียกวา เสนโคงไซนของนักทอพอยี (Topologist’s sine 

curve) 

 

 

 

 

 

 

 

สังเกตวา 21S {(x, sin ) | 0 x 1}
x

    คือ ภาพของเซตเชื่อมโยง (0,1]   กลาวคือ 

S f((0,1]) โดยที่  1f(x) sin
x

  เปนการสงท่ีตอเน่ือง  ดังนั้น S จึงเปนเซตเชื่อมโยง  

เพราะฉะนั้น S  จึงเปนเซตเชื่อมโยงดวย  

ตอไปจะพิสูจนวา S ไมใชปริภูมิเชื่อมโยงเชิงวิถี  

สมมติให S เปนปริภูมิเชื่อมโยงเชิงวิถี ดังนั้นจะมีวิถีตอเนื่อง f  ที่ซึ่ง f(t) (a(t), b(t))  โดยที่ 

a, b : (0,1]   ซึ่ง f(0) (0, 0)  และ 1f(1) ( ,1)


 โดยที่ f(t) S  ทุกๆ t [0,1]  

โดยทฤษฎีบทคากลางจะไดวา มี 10 t 1   ที่ซึ่ง 1
2a(t )
3




 

ในทํานองเดียวกันจะมี 2 10 t t   ที่ซึ่ง 2
2a(t )
5



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ประยุกตทฤษฎีบทคากลางตอไปเร่ือยๆเราจะไดวา  มีลําดับลด n(t )  ที่ซึ่ง n
2a(t )

(2n 1)


 
 

ทุกๆคา n   และ สังเกตวา  n
nb(t ) ( 1)   

เนื่องจากลําดับ n(t ) เปนลําดับลดท่ีมีคาขอบเขตลาง ดังนั้นลําดับ n(t ) จึงลูเขา 

และเนื่องจากวา f  เปนวิถีตอเนื่อง จึงทําใหไดวา ลําดับ  

n
n n n

2f(t ) (a(t ), b(t )) ,( 1)
(2n 1)
         

     ลูเขาดวย 

แตจะเห็นไดวา ลําดับ  nb(t )  ไมไดลูเขาจึงทําใหเกิดขอขัดแยง 

เพราะฉะนั้น S ไมใชปริภูมิเชื่อมโยงเชิงวิถี  

 

 

บทนิยาม 4.6  เราจะกลาววาปริภูมทิอพอโลยี X เปนปริภูมเิชื่อมโยงเฉพาะที่ (locally 

connected) กต็อเมื่อ ทกุๆ x X  และสาํหรับทุกเซตเปด U ที่คลุม x จะมีเซตเชื่อมโยงเปด V ที่

ซ่ึง x V U   

 และ เราจะกลาววาปริภูมิทอพอโลยี X เปนปริภูมิเชื่อมโยงเชงิวิถีเฉพาะท่ี (locally path 

connected) กต็อเมื่อ ทกุๆ x X  และสาํหรับทุกเซตเปด U ที่คลุม x จะมีเซตเชื่อมโยงเชิงวิถี

เปด V ท่ีซึ่ง x V U   

 

ขอสังเกต        1. ปริภูมิเชื่อมโยงเปนปริภูมิเชื่อมโยงเฉพาะที่ 

2. ปริภูมิเชื่อมโยงเชิงวิถีเปนปริภูมิเชื่อมโยงเชิงวิถีเฉพาะที่ 

 

ตัวอยาง 4.4   

1. ให Y [ 1, 0) (0,1]      ภายใตทอพอโลยีปกติบน   จากตัวอยาง 4.2 เราจะ

ไดวา Y เปนไมเชื่อมโยงแต Y เปนเซตเชื่อมโยงเฉพาะที่  

 

 

 

 

 

 2. เซตของจํานวนตรรกยะ  ไมเปนทั้งปริภูมิเชื่อมโยงและปริภูมิเชื่อมโยงเฉพาะที่ 

 

 

 

1 0 -1 -2 2 3 

Y 
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บทนิยาม 4.7  ให X เปนปริภูมทิอพอโลยี  และ ให x, y X เราจะกลาววา  

 x เช่ือมโยงกับ y เขียนแทนดวย connx y  ก็ตอเมื่อ มีเซตยอยที่เชื่อมโยง  A ของ X ที่

ซึ่ง x, y A   

 x เช่ือมโยงเชิงวิถีกับ y เขียนแทนดวย pconnx y  ก็ตอเมื่อ มีวิถีที่ตอเนื่อง  

: [0,1] X   ท่ีซึ่ง (0) x   และ (1) y   

 

ขอสังเกต ( ใหพิสูจนเปนแบบฝกหัด ) 

1.  conn  และ pconn  เปนความสัมพันธเทียบเทาบนเซต X  

2.   แตละชั้นเทียบเทา conn
conn

X[x]   เรยีกวา องคประกอบเชื่อมโยง(connected 

component) และไดวา conn[x]  คือเซตเชื่อมโยงที่ใหญที่สุดใน X ซึ่งคลุมจุด x 

และเรยีก ชั้นเทียบเทา pconn
pconn

X[x]  
วา องคประกอบเช่ือมโยงเชิงวิถี (path-

connected component) และไดวา pconn[x]  คือเซตเชื่อมโยงเชิงวิถีที่ใหญท่ีสุดใน X ซึ่ง

คลุมจุด x 

 

ตัวอยาง 4.5  

1.  เซตของจํานวนตรรกยะ  ใน   เราไดวา แตละองคประกอบเชื่อมโยงและ 

องคประกอบเชื่อมโยงเชิงวิถี ประกอบดวยจุดแคจุดเดียว (singleton set) 

 

2.  เสนโคงไซนของนักทอพอยี (Topologist’s sine curve) S S ({0} [ 1,1])     

จากตัวอยางที่ 4.3  มีองคประกอบเชื่อมโยงเพียงหนึ่งเดียวคือ S   แตจะมี 2 องคประกอบ

เชื่อมโยงเชิงวิถีคือ S และ {0} [ 1,1]    

 

 

ทฤษฎีบทที่ 4.10  ปริภูมทิอพอโลยี X จะเปนปริภูมิเชื่อมโยงเฉพาะท่ี ก็ตอเม่ือ ทุกๆเซตเปด U ใน 

X ไดวาทุกๆองคประกอบเชื่อมโยงใน U เปนเซตเปดใน X 

 

บทพิสูจน  สมมติให X เปนปริภูมิเชื่อมโยงเฉพาะที่ และให  U เปนเซตเปดใน X และให C เปน

องคประกอบเชื่อมโยง ใน U  ให  x C  ดังน้ันจะมี เซตเปดที่เชื่อมโยง V ที่ซึ่ง x V U    

เนื่องจาก C เปนเซตเชื่อมโยงท่ีใหญที่สุดที่คลุม x ดังนั้น V C  นั่นคือเราไดแสดงแลววา C เปน

เซตเปด 
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 ในทางกลับกัน ให  x X   และให  U เปนเซตเปดที่คลุม x  ให C เปนองคประกอบของ 

U ท่ีคลุม x โดยสมมติฐานจะไดวา C เปนเซตเปด ที่ซึ่ง x C U   เนื่องจาก C เปนเซตเชื่อมโยง 

ดังน้ัน  X จึงเปนปริภูมิเชื่อมโยงเฉพาะที่         

 

ทฤษฎีบทที่ 4.11 ปริภูมทิอพอโลยี X จะเปนปริภูมิเชื่อมโยงเชิงวิถีเฉพาะท่ี ก็ตอเม่ือ ทุกๆเซตเปด U 

ใน X ไดวาทุกๆองคประกอบเชื่อมโยงเชิงวิถีใน U เปนเซตเปดใน X 

 

บทพิสูจน  ในทํานองเดียวกับทฤษฎีบทที่ 4.10        

 

 

ทฤษฎีบทที่ 4.12 ปริภูมทิอพอโลยี X ที่เชื่อมโยงและเชื่อมโยงเชิงวิถีเฉพาะที่ เปนปริภูมิเชื่อมโยงเชิง

วิถี 

 

บทพิสูจน   สมมิตให X เปนปริภูมิที่เชื่อมโยงและเชื่อมโยงเชิงวิถีเฉพาะที่ ให  x X  ให  P เปน

องคประกอบเชิงวิถีที่คลุม x ไดวา P X  และ P เปนเซตเชื่อมโยงเชิงวิถี ดังนั้นจึงเปนเซต

เชื่อมโยงดวย 

สมมติวา P X  ดังนั้น ให Q เปนยูเนียนขององคประกอบองคประกอบเชื่อมโยงเชิงวิถี

สวนอ่ืนท่ีแตกตางจาก P ดังนั้นจะไดวา X P Q    และ P Q    โดย ทฤษฎีบทที่ 4.11เรา

ไดวา P และ Q เปนเซตเปดดังนั้น จึงไดวา X เปนเซตไมเชื่อมโยงซึ่งขัดแยงกับสมมติฐาน   

เพราะ ฉะนั้น  P X  นั่นคือ X เปนเซตเชื่อมโยงเชิงวิถี       

 

3. ความกระชับ (compactness) 

 

บทนิยาม 4.8  เราจะกลาววากลุมของเซตยอย C ของ X เปนเซตปก (cover) ของ X ก็ตอเมื่อ  

C   X  

และ ถาทุกสมาชิกในกลุม C  เปนเซตเปด เราจะกลาววา C  เปนเซตปกเปด (open cover) 

สําหรับ Y X  เซตปกเปดของ Y คือ กลุมของเซตเปดยอย 'C  ใน X ที่ซึ่ง  'C Y 

 

 

บทนิยาม 4.9 เราจะกลาววา K X เปนเซตกระชับ (compact set) ก็ตอเม่ือทุกๆเซตปกเปดของ 

K มีกลุมยอยจํานวนจํากัดท่ียังคงคลุมเซต K อยู  
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ตัวอยาง 4.6  

1.  usual( , )  ไมใชปริภูมิที่กระชับ เนื่องจาก เรามีวา  C {(n,n 2) | n }   

เปนเซตปกเปดของ   แตเราไมสามารถท่ีจะหากลุมยอยจํานวนจํากัดของ C   ที่ยังคงคลุม   

 

2.  ให X เปนเซตจํากัด แลวเราจะไดวา ทุกๆทอพอโลยีบน จะเปนเซตจํากัดดวย ดังนั้น X 

จึงเปนปริภูมิที่กระชับ 

 

3. ให X เปนเซตใด และให indis {X, }    เปนทอพอโลยีอวิยุตบน X เราจะไดวา 

indis(X, ) เปนปริภูมิที่กระชับ 

 

ทฤษฎีบทที่ 4.13  ทุกๆเซตปดยอยของปริภูมิกระชับเปนเซตกระชับ 

 

บทพิสูจน ให K เปนเซตปดยอยของปริภูมิที่กระชับ X และ ให I{U }  เปนเซตปกเปดของ K 

โดยที่ I เปนเซตดชันี 

ดังน้ันเราจะไดวา {U | I} {X K}      เปนเซตปกเปดของ X เนื่องจาก X เปนปริภูมิ

กระชับ ดังนั้นจะมีกลุมยอยจํานวนจํากัด 
i

{U , X K | i 1, 2, .., n}    ที่คลอบคลุม X นั่นคือ  

i

n

i 1

(X K) U X


         
  

เนื่องจาก K X และ K (X K)     ดังนั้นจะไดวา 
i

n

i 1

K U


  นั่นคือ K เปนเซต

กระชับ              

 

ทฤษฎีบทที่ 4.14  ภาพของเซตกระชับภายใตการสงแบบตอเนื่องเปนเซตกระชับ 

 

บทพิสูจน ให f : X Y  เปนการสงท่ีตอเนื่อง และ X เปนเซตกระชับ 

ตองการจะแสดงวา f(X) เปนเซตกระชับ  ให I{U }  เปนเซตปกเปดของ f(X) โดยที่ I เปนเซต

ดัชนี   เน่ืองจาก f เปนการสงแบบตอเนื่อง ดังนั้น 1f (U )
 เปนเซตเปดใน X ทุกๆ I   และได

อีกวา 1

I

X f (U )




  

เนื่องจาก X เปนปริภูมิกระชับ ดังนั้นจะมีกลุมยอยจํานวนจํากัด 
i

1{f (U ) | i 1,2,..,n}
   ที่คลุม 

X นั่นคือ 
i

n
1

i 1

X f (U )




  เพราะฉะนั้น   
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i i

n n
1

i 1 i 1

f(X) f f (U ) U
 

 

        
   

นั่นคือ f(X) เปนเซตกระชบั          

 

 ในการที่จะแสดงวาผลคูณคารทีเซียนระหวางเซตกระชับเปนเซตกระชับน้ันตองอาศัยบทต้ัง

ตอไปนี้ 

 

บทตั้งท่ี 4.15  (บทตั้งทอ : The tube lemma) 

 ให X และ Y เปนปริภูมิทอพอโลยี พิจารณา X Y  ภายใตทอพอโลยีผลคูณ สมมติให Y 

เปนปริภมูิกระชับ และให 0x X  ถา N เปนเซตเปดใน X Y  ที่ซึ่ง  0{x } Y N   แลวจะ

มีเซตเปด W ใน X ที่คลุม  0x ที่ซึ่ง 0{x } Y W Y N     เราเรียก W Y  วาเปนทอ

ของ 0{x } Y  

 

บทพิสูจน   เนื่องจาก N เปนเซตเปดใน X Y  ท่ีซึ่ง  0{x } Y N   ดังนั้นจะมี สมาชกิฐาน

หลักสําหรับทอพอโลยีผลคูณในรูป U V   โดยที่   0 I
{x } Y U V N 

     โดยที่ I 

เปนเซตดัชน ี  ดังนั้น I{U V }   เปนเซตปกเปดของ 0{x } Y  

เนื่องจาก 0{x } Y สมานสัณฐานกับ Y ที่เปนปริภูมิกระชับ ดังนั้นจะมี  1 2 n, ,..., I     ที่ซึ่ง  

  
i i

n

0 i 1
{x } Y U V 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ให  
i

n

i 1
W U

   ดังนั้น W เปนเซตเปดซึ่ง 0{x } Y W Y    

ตอไปจะแสดงวา  W Y N   

 

 

 

 

 

W 

N 
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ให (x, y) W Y   เนื่องจาก  
i i

n

0 0 i 1
(x ,y) {x } Y U V 

     ดังน้ันจะมี 

0 1 2 ni { , ,..., }     ที่ซึ่ง 
0 00 i i(x , y) U V   

เนื่องจาก 
0i

W U ดังน้ัน   
i i

n

i 1
(x,y) W Y U V N 

            

 

ทฤษฎีบทที่4.16 ผลคูณของปริภูมิกระชับเปนปริภูมิกระชับ 

 

บทพิสูจน  ให X และ Y เปนปริภูมิทอพอโลยีที่กระชับ ให A  เปนเซตปกเปดของ  X Y  

ให  x X   เนื่องจาก {x} Y Y   เปนเซตยอยที่กระชับของ X Y ดังนั้นจะมี 

1 2 nA ,A ,...,A   A  ที่ซึ่ง  
n

ii 1
{x} Y A N


    

จากบทตั้ง 4.15  เราจะไดวามีเซตเปด xW  ใน X ที่ซึ่ง 
n

x ii 1
{x} Y W Y A N


      

ดังน้ัน  W = x{W | x X}  เปนเซตปกเปดของ X ที่เปนปริภูมิกระชับ   

เพราะฉะนั้น จะมี 1 2 mx ,x ,..., x X   ท่ีซึ่ง  
i

m

xi 1
X W


   จึงไดวา   

i

m

xi 1
W Y X Y



        
  

แตเนื่องจาก แตละ k {1,2,...,m}  
kxW Y  ถูกคลุมดวยสมาชิกใน A  จํานวนจํากัด ดังนั้น 

X Y จึงถูกคลุมดวยสมาชิกใน A  จํานวนจํากัดเชนกัน 

นั่นคือ X Y  เปนปริภูมิกระชับ          

 

ความกระชับบนปริภูมิอิงระยะทาง (compactness on metric spaces) 

 

บทนิยาม 4.10   ให X(X,d )  เปนปริภูมิอิงระยะทาง เราจะกลาววากลุมของเซตยอย C P(X)  

เปนเซตปกคลุมของ X (cover of X) เมื่อ ยูเนียนของสมาชิกทั้งหมดใน C  เทากับ X  

 และจะเรียก เซตปก C ของ X วาเปน เซตปกเปดเม่ือ สมาชิกทุกตัวใน C เปนเซตเปด  

 

บทนิยาม 4.11  ปริภูมิอิงระยะทาง X จะกลาววาเปน ปริภูมิกระชับ (compact space) เม่ือ 

สําหรับทุกๆเซตปกเปดของ X มีเซตปกเปดยอยที่มีสมาชิกจํานวนจํากัดซึ่งยังปกคลุม X อยู 
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สําหรับปริภูมิยอย Y X  เราจะกลาวกลุมของเซตยอย C P(X)  เปนเซตปกของ Y 

(covering of Y) เม่ือ ยูเนียนของสมาชิกทั้งหมดใน C  คลุม Y   หรือ C Y  

และในทํานองเดียวกัน เราจะกลาววา Y เปน เซตกระชับ เมื่อ สําหรับทุกๆเซตปกเปดของ Y มีเซต

ปกเปดยอยที่มีสมาชิกจํานวนจํากัดซึ่งยังปกคลุม Y  อยู 

 

บทนิยาม 4.12 ปริภูมิอิงระยะทาง X จะกลาววาเปน ปริภูมิกระชับจุดลิมิต (limit point compact) 

เมื่อ ทุกๆเซตยอย A X ที่เปนเซตอนันตจะมีจุดลิมิต นั่นคอื A  

 

ทฤษฎีบทที่ 4.17 ปริภูมิอิงระยะทางที่กระชับเปนปริภูมิอิงระยะทางที่กระชับจุดลิมิต 

 

บทพิสูจน  ให A X โดยที่ X เปน ปริภูมิอิงระยะทางท่ีกระชับ  

จะพิสูจนดวยวิธีแยงสลับที่ นั่นคือ ถา A  แลว A เปนเซตจํากัด 

สมมติให A  ดังน้ัน  สําหรับ a A  จะมี ar 0  ที่ซึ่ง aB(a;r ) A {a}    

และเน่ืองจาก A A A A    ดังนั้น A เปนเซตปด จึงทําใหไดวา  

C a{X A} {B(a; r ) | a A}     เปนเซตปกเปดของ X 

เนื่องจาก  X  เปนปริภูมิกระชับ จึงไดวา มี  1 2 na ,a ,...,a A  ที่ซึ่ง   

   
i

n

i ai 1
(X A) B(a ; r ) X



       
  

เนื่องจาก  A (X A)     ดังน้ัน  
i

n

i a 1 2 ni 1
A B(a ; r ) A {a ,a ,..., a }



       
  

เพราะฉะนั้น A เปนเซตจํากัดตามท่ีตองการ          

 

ในกรณีท่ี X เปนปริภูมิทอพอโลยี บทกลับของทฤษฎีบทขางตนไมเปนจริง 

 

ตัวอยาง 4.7   ให Y {a,b}  และให  Y { ,Y}     

 ให X Y  พิจารณาทอพอโลยีผลคูณบน X เราพิสูจนไดไมยากวา X เปนปริภูมิกระชับแบบ

ลิมิต แต X ไมเปนปริภูมิกระชับ เนื่องจาก C {Y {n} | n }     เปนเซตปกเปดของ X ซึ่งไม

สามารถหาเซตปกเปดยอยที่ยังปกคลุม X 

 

บทนิยาม 4.13  ปริภูมิอิงระยะทาง X จะกลาววาเปน ปริภูมิกระชับแบบลําดับ (sequencially 

compact) เม่ือ ทุกๆลําดับ n(x ) ใน X มีลําดับยอยที่ลูเขา  
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ทฤษฎีบทที่ 4.18  ให X เปนปริภูมิอิงระยะทาง  ขอความตอไปนี้สมมูลกัน 

 (i) X เปนปริภูมิกระชับ 

 (ii)  X เปนปริภูมิกระชับจุดลิมิต 

 (iii) X เปนปริภูมิกระชับแบบลําดับ 

 

บทพิสูจน  จะทําการพิสูจนแบบ  (i) (ii) , (ii) (iii)   และ (iii) (i)  

 (i) (ii)  ไดจากทฤษฎีบทที่ 4.17 

 (ii) (iii)  สมมติให  X เปนปริภูมิกระชับจุดลิมิต และให n(x ) เปนลําดับใดๆใน X 

พิจารณา nA {x | n }    

ถา A เปนเซตจํากัด แลวจะไดวาจะมี x X  ท่ีซึ่ง  nx x  อยูเปนจํานวนอนันตตัว เพราะฉะน้ัน

เราจะไดวา n(x )  มีลําดับยอยซึ่งเปนลําดับคาคงตัวที่ลูเขาสู  x นั่นเอง 

สมมติให X เปนเซตอนันต  เนื่องจาก X เปนปริภูมิกระชับจุดลิมิต ดังนั้นจะมี a A   

จากนั้นเราจะทําการสรางลําดับยอยของ n(x )  ดังนี้    

เนื่องจาก A เปนเซตอนนัต และ a A  ดังนั้น สําหรับแตละ i   จะมี 
in

1x B(a; )
i

  

เพราะฉะนั้น เราจะเห็นวา  
ini

lim x a


   นั่นคือ X  เปนปริภูมิกระชับแบบลําดับตามตองการ 

 (ii) (iii)  สมมติให  X เปนปริภูมิกระชับแบบลําดับ  

เราแบงขั้นตอนการพิสูจน ออกเปนขั้นๆดังนี้ 

ขั้นท่ี 1  จะแสดงวาสําหรบัเซตปกเปด C  ใดๆของ X มี 0   ซึ่ง สําหรับ A X  ถา 

diam(A)   แลวจะมี U C  ที่ซึ่ง A U   

ให C  เปนเซตปกเปดของ X   

สมมติขัดแยง  ดังนั้น สําหรับแตละ  n    จะมีเซต nA X  ท่ีซึ่ง n
1diam(A )
n

  แตไมมี 

U C  ที่ซึ่ง nA U  

จากนั้น สรางลําดับ n(a ) ใน X โดยการเลือก  n na A   

เนื่องจาก X เปนปริภูมิกระชับแบบลําดับ ดังนั้นจึงมีลําดับยอย  
nk(a )  ท่ีลูเขา เรยีกจุดลิมิตของ

ลําดับดังกลาววา a 

เนื่องจาก  C  เปนเซตปกเปดของ X  ดังนั้น จะมี  U C  ที่ซึ่ง a U    และจาก U เปนเซต

เปด จึงมี 0   ที่ซึ่ง  a B(a; ) U      

โดยหลักของอารคิมีดิส จะมีจํานวนนับ n    ที่ซึ่ง  
n

1 1
k n 2

   
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เนื่องจาก  
nk

n

1diam(A )
k

   ดังนั้น   
n nk kA B(a ; )

2
   และจาก  

nkn
lim a a


   

เราสามารถเลือก n    ที่ใหญมากพอที่ทําให  
nkA B(a; ) U    ซึ่งเกิดขอขัดแยงกับสมบัติ

ของ nA ขางตน 

เพราะฉะนั้น จะมี 0  ที่ซึ่ง สําหรับ A X  ถา diam(A)   แลวจะมี U C  ที่ซึ่ง 

A U  
 

ขั้นท่ี 2  จะแสดงวา สําหรับ 0  เราสามารถคลุม X ไดดวยบอลเปดรศัมี   จํานวนจํากัด 

สมมติขัดแยง  นั่นคือ มี 0  ซึ่งเราไมสามารถคลุม X ไดดวยบอลเปดรศัมี   จํานวนจํากัด 

ตอไปจะทําการสรางลําดับ n(x )  ใน X ดังนี้  

ให 1x X   เปนจุดใดๆ   

เนื่องจาก 1B(x ; ) X   ดังน้ัน เลือก 2 1x X B(x ; )     

และเน่ืองจาก  1 2B(x ; ) B(x ; ) X     ดังนั้น เลือก  3 1 2x X B(x ; ) B(x ; )       

ในกรณีใดๆเราสามารถ เลือก
n

n 1 ii 1
x X B(x ; ) 

     

เนื่องจาก X สามารถปกคลุมไดดวยบอลเปดรัศมี   จํานวนจํากัด ดังนั้น  

สําหรับแตละ i, j   ซึ่ง i j  

เรามีวา i jd(x ,x )   เพราะฉะนั้น ลาํดับ  n(x )  ที่สรางจะไมมีลําดับยอยที่ลูเขา ซึ่งขัดแยงกับ

การท่ี X เปนปริภูมิกระชับแบบลําดับ  

เพราะฉะนั้น  สําหรับ 0  เราสามารถคลุม X ไดดวยบอลเปดรัศมี   จํานวนจํากัด 

 

ขั้นท่ี 3  จะแสดงวา X เปนปริภูมิกระชับ  

ให C  เปนเซตปกเปดของ X  จากข้ันที่ 1 จะมี 0   ซึ่ง สําหรับ A X  ถา diam(A)   

แลวจะมี U C ที่ซึ่ง A U   

ให  
3
   จากขั้นที่ 2 จะมี 1 2 nx ,x ,..., x X  ที่ซึ่ง 

n

ii 1
X B(x ; )


   

เนื่องจาก  i
2diam(B(x ; )) 2
3
       ดังนั้นจะมี  iU  C  ท่ีซึ่ง   i iB(x ; ) U   

ดังน้ันจึงไดวา 
n n

i ii 1 i 1
X B(x ; ) U

 
      เพราะฉะนั้น X เปนปริภูมิกระชับ     

 

บทนิยาม 4.14  ให  X เปนปริภูมิอิงระยะทางและ  E X  เราจะกลาววา E เปนเซตท่ีมีขอบเขต 

(bounded set) เมื่อ มีจํานวนจริง M 0  ที่ซึ่ง  d(x, y) M  สําหรับทุกๆ x, y X  

หรอือีกนัยหนึ่งก็คือ diam(E)  เปนจํานวนจํากัด 
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บทนิยาม 4.15  ให  X เปนปริภูมิอิงระยะทางและ  E X  เราจะกลาววา E เปนเซตท่ีมีขอบเขต

ทุกสวน (totally bounded set) เมื่อ ทุกๆจํานวนจริง 0  จะมี   1 2 nx ,x ,..., x X  ท่ีซึ่ง  
n

ii 1
X B(x ; )


   

 

ทฤษฎีบทที่ 4.19  เซตที่มีขอบเขตทุกสวนเปนเซตที่มีขอบเขต 

 

บทพิสูจน  ให  X เปนเซตที่มีขอบเขตทุกสวน ดังนั้น จะมี   1 2 nx , x ,..., x X  ที่ซึ่ง   
n

ii 1
X B(x ;1)


   

ให  i jM max{d(x , x ) | i, j 1, 2,..., n} 2    

ให  x, y X   เนื่องจาก  
n

ii 1
X B(x ;1)


   ดังนั้นจะมี  0 0i , j {1,2,...,n}  ที่ซึ่ง  

0i
x B(x ;1)  และ 

0j
y B(x ;1)    เพราะฉะนั้น X เปนเซตที่มีขอบเขต     

 

ตัวอยาง 4.8  บทกลับของทฤษฎีบทท่ี 4.19 ไมจริง  

พิจารณา  usual( ,d )   นิยามการวัดระยะทาง d  ใหมบน   ดังนี้ 

d(x, y) min{1 , | a b |}    ทุกๆ a, b    

เราจะไดวา  ( , d) เปนปริภูมิที่มีขอบเขต  แตไมใชปริภูมิที่มีขอบเขตทุกสวน เนื่องจากเราไม

สามารถปกคลุม   ไดดวยบอลเปดที่มีรัศมี 1
2

 จํานวนจํากัด 

 

ทฤษฎีบทที่ 4.20  เซตยอยของเซตที่มีขอบเขตทุกสวน เปนเซตที่มีขอบเขตทุกสวน 

 

บทพิสูจน  เห็นไดชัดจากนิยาม           

 

 เราสังเกตวา  usual( ,d )  เปนปริภูมิอิงระยะทางท่ีบริบูรณแตไมใชเซตที่มีขอบเขตทุกสวน   

สวนชวงเปด ( 1,1)  เปนเซตที่มีขอบเขตทุกสวนแตไมใชปริภูมิที่บรบิูรณ  และสําหรับชวงปด 

[ 1,1] เปนทั้งเซตท่ีมีขอบเขตทุกสวนและปริภูมิที่บริบูรณ   ดังนั้นเง่ือนไขของการที่เปนปริภูมิ

บรบิูรณกับการเปนเซตท่ีมีขอบเขตทุกสวน ไมไดข้ึนตอกัน 
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ทฤษฎีบทตอไปแสดงความสมมูลระหวางการเปนเซตกระชับ ความมีขอบเขตทุกสวน และ 

ความบริบูรณบนปริภูมิอิงระยะทาง 

 

ทฤษฎีบทที่ 4.21  ให X เปนปริภูมิอิงระยะทาง  แลวจะไดวา 

X เปนปริภูมิกระชับ ก็ตอเมื่อ X เปนปริภูมิบริบูรณ และ มีขอบเขตทุกสวน 

 

บทพิสูจน   สมมติให X เปนปริภูมิกระชับ  ดังนั้น โดยทฤษฎีบทท่ี 4.18 X เปนปริภูมิกระชับจุด

ลิมิต และโดยบทแทรกที่ 1.15 X เปนปริภูมิบริบูรณ 

 ให  0   เราจะไดวา {B(x; ) | x X}  เปนเซตปกเปดของ X  เนื่องจาก X เปน

ปริภูมิกระชับ ดังนั้นจึงมี  1 2 nx ,x ,..., x X  ที่ซึ่ง  
n

ii 1
X B(x ; )


    นั่นคือ X เปนเซตท่ีมี

ขอบเขตทุกสวน 

 ในทางกลับกัน สมมติให X เปนปริภูมิบริบูรณ และ มีขอบเขตทุกสวน 

จะแสดงวา X เปนเซตกระชับแบบลําดับ และ โดยทฤษฎีบทท่ี 4.18 จะไดวา X เปนเซตกระชับ 

ให  n(x )  เปนลําดับใดๆใน  X ตอไปเราจะพยายามสรางลําดับยอยที่ลูเขาดังตอไปนี้ 

 ขั้นแรก เน่ืองจาก X เปนเซตที่มีขอบเขตทุกสวน ดังนั้นเราจะปกคลุม X ดวยบอลเปดรัศมี 

1 จํานวนจํากัด  ดังนั้นจะมีบอลเปดอยูอันหน่ึงเรยีกวา 1B  ที่ซึ่งจะมี  n 1x B  เปนจํานวนอนันตตัว  

ให 1 n 1J {n | x B }    

 ขั้นตอไป เราจะคลุม X ดวยบอลเปดรัศมี 1
2

 จํานวนจํากัด ในทํานองเดียวกันนั้นจะมีบอล

เปดอยูอันหนึ่งเรียกวา 2B  ท่ีซึ่งจะมี  n 2x B  เปนจํานวนอนันตตัว ให 

2 1 n 2J {n J | x B }    สังเกตวา ให 2 1J J  

 โดยอุปนัยเชิงคณิตศาสตร สําหรับ m 1  เราจะมีบอลเปดรัศมี 1
m

 เรียกวา  mB  และ

เซตดัชนี  m m 1 n mJ {n J | x B }     สังเกตวา  m m 1 2 1J J J J     

เลือก  1 1n J  และสําหรับ k เลือก  k kn J  ดังนั้นเราจะไดวา สําหรับ i, j k  เราจะมีวา  

i jn n kx ,x B   เพราะวา i j kJ ,J J   

เพราะฉะนั้น เราจะไดวา   
i jn n

2d(x , x )
k

  

โดยหลักของอารคีมิดิส เราสามารถแสดงไดวาลําดับยอย 
in(x )  เปนลําดับโคชี ในปริภูมิที่บริบูรณ X  

ดังน้ันจึงเปนลําดับลูเขา   นั่นคือ เราไดแสดงแลววา X เปนปริภูมิกระชับแบบลิมิต    

 

 

 



68 | ท อ พ อ โ ล ยี เ บ้ื อ ง ต น  

 

หมายเหตุ  สําหรับเซตยอย A ใดๆบน n
usual( , d )  เรามีวา  

 A เปนเซตที่มีขอบเขต ก็ตอเมื่อ A เปนเซตท่ีมีขอบเขตทุกสวน (ใหทําเปนแบบฝกหัด) 

 

 

บทแทรกท่ี 4.22 (Heine-Borel Theorem) 

ให   n
usualE ( , d )   แลวจะไดวา  

E เปนเซตกระชับ ก็ตอเมื่อ E เปนเซตปด และ มีขอบเขต 

 

บทพิสูจน   สมมติให E เปนเซตกระชับ  โดยทฤษฎีบทท่ี 4.21 ไดวาE เปนปริภูมิบริบูรณ และ

มีขอบเขตทุกสวน  ดังนั้น E เปนเซตปด และมีขอบเขต โดยทฤษฎีบทท่ี 1.18 และ 4.19 

 ในทางกลับกัน สมมติให E เปนเซตปด และ มีขอบเขต  เนื่องจาก E เปนเซตปดในปริภูมิ

บรบิูรณ   โดยทฤษฎีบทที่ 1.17 เราไดวา E เปนปริภูมิบริบูรณ และโดยหมายเหตุขางตน E เปน 

เซตที่มีขอบเขตทุกสวน  เพราะฉะนั้น โดยทฤษฎีบทที่ 4.21  E เปนเซตกระชับ     

 

บทแทรกท่ี 4.23  (ทฤษฎีบทคาสุดขีด : Extreme Value Theorem) 

ถา f : [a,b]   เปนฟงกชันตอเนื่องแลว จะมี c, d [a, b]   

ที่ซึ่ง f(x) f(c)  และ f(x) f(d)  สําหรับทุกๆ x [a,b]  

 

บทพิสูจน  เนื่องจาก f  เปนฟงกชันตอเน่ือง และ [a,b]  เปนเซตกระชับจากบทแทรกที่ 4.22  

ดังน้ัน  f [a, b]  เปนเซตกระชับใน   ดวย  

 สมมติวาไมมมีี c [a, b] ท่ีซึ่ง f(x) f(c)  สําหรับทุกๆ x [a,b]  

พิจารณา {( , f(x)) | x [a,b]}   ตอไปจะแสดงวา 
x [a,b]

( , f(x)) f([a, b])


   

ให z f([a, b])  จะไดวามี 0x [a,b]  ที่ซึ่ง 0f(x ) z  

สมมติวา 
x [a,b ]

z ( , f(x))


   ดังน้ัน 0f(x ) z f(x)   สําหรับทุกๆ x [a, b]  

ซึ่งเกิดขอขัดแยงกับที่สมมติไวขางตน ดังนั้น 
x [a,b ]

z ( , f(x))


    

นั่นคือ 
x [a,b]

( , f(x)) f([a, b])


   เพราะฉะนั้น {( , f(x)) | x [a,b]}  เปนเซตปกเปด

ของ  f [a, b]  และเนื่องจาก  f [a, b]  เปนเซตกระชับ ดังนั้นจะมี 1 2 nx ,x , ,x [a,b]   ที่ซึ่ง   

  1 2 nf [a, b] ( , f(x )) ( , f(x )) ( , f(x ))        

โดยไมเสียนัยทั่วไปสมมติให 1 2 nf(x ) f(x ) f(x )   ดังนั้น  

 
n

i ni 1
f [a,b] ( , f(x )) ( , f(x ))


     
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เพราะฉะนั้น nx [a,b]  และ nf(x) f(x )  สําหรบัทุกๆ x [a,b]  

เกิดขอขัดแยงกับสมมติฐาน  

 ในทํานองเดียวเราสามารถพิสูจนไดวา มี d [a,b]  ที่ซึ่ง f(x) f(d)   

สําหรับทุกๆ x [a,b]            
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แบบฝกหัดประจําบทที่ 4 

 
1. ให   และ '  เปนทอพอโลยีบน X  ถา '    แลวเราสรุปอะไรไดบางเก่ียวกับความ

เชื่อมโยงบนเซต X เทียบกับทอพอโลยีหนึ่งไปยังอีกทอพอโลยีหนึ่ง 

 

2. จงพิจารณาวาจริงหรือไมที่ ถา X เปนเซตที่เชื่อมโยง แลวทุกๆเซตยอยแท A ท่ีไมวางของ 

X แลวเราจะไดวา A   โดยที่ A A X A     

บทกลับของขอความขางตนเปนจรงิหรือไม  

 

3. ให A X  จงแสดงวา ถา C เปนเซตยอยของ X ที่ซึ่ง C A  และ 

C (X A)     แลว C A  

 

4. ให X และ Y เปนปริภูมิทอพอโลยีที่เชื่อมโยง โดยที่ Y X  จงแสดงวา ถา A และ B 

เปนการแบงแยก (separation) ของ X Y  แลว Y A  และ Y B  เปนเซตเชื่อมโยง 

 

5. ให   และ '  เปนทอพอโลยีบน X  ถา '    แลวเราสรุปอะไรไดบางเก่ียวกับความ

กระชับบนเซต X เทียบกับทอพอโลยีหนึ่งไปยังอีกทอพอโลยีหน่ึง 

 

6. จงแสดงวาทุกยูเนียนจํานวนจํากัดของเซตกระชับเปนเซตกระชับ 

 

7. จงแสดงวาทุกๆเซตยอยของ   เปนเซตกระชับ ภายใตทอพอโลยี 

finite {A | A      เปนเซตจํากัด หรือ A }    

 

8. จงพิจารณาวา [0,1] เปนเซตกระชับใน   หรือไมภายใตทอพอโลยี  

count {A | A      เปนเซตนับได หรือ A }    

พรอมทั้งอธิบายเหตุผล 
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บทที่ 5 สัจพจนการนับไดและการแยกกันได 

(Countability and Separation Axioms) 

 
จากการศึกษาในบทกอนหนานี้เราคงไดเห็นถึงความคลายคลึง ความแตกตางระหวางปริภูมิ

อิงระยะทางและปริภูมิทอพอโลยี ปญหาหนึ่งที่นักทอพอโลยีสนใจก็คือ เมื่อใดที่ปริภูมิทอพอโลยีถึงจะ

เปนปริภูมิที่วัดระยะทางได (metrizable) จึงมีการพัฒนาเคร่ืองมือในการหาคําตอบดังกลาว ซึ่งตอง

อาศัยสัจพจนที่กลาวตอไปในบทนี้ ดังตอไปนี้   

 

1. สัจพจนการนบั (countability axioms) 

 

บทนิยาม 5.1  ปริภูมิทอพอโลยี X จะกลาววามี ฐานหลักจํานวนนับไดที่จุด x X (countable 

basis at x) ก็ตอเมื่อ มีกลุมนับได Bx ของเซตยอยของ X ท่ีซึ่ง ทุกๆเซตยอยเปด U ที่คลุม x  

จะมี B Bx ท่ีซึ่ง x B U   

 

บทนิยาม 5.2 เซตยอย A ของปริภูมิทอพอโลยี X จะกลาววา หนาแนน (dense) ใน X  ก็ตอเมื่อ 

A X  
 

ตัวอยาง 5.1  พิจารณา usual( , )  เราจะไดวา 

1.       2.      

3.        4.  c    

ดังน้ัน   และ c  หนาแนนใน   แต  และ  ไมหนาแนนใน   

 

บทนิยาม 5.3  ให X เปนปริภูมทิอพอโลยี 

1. เราจะกลาววา X เปนปริภูมินับไดแบบที่ 1 (first countable) ก็ตอเมื่อ X มี ฐานหลัก

จํานวนนับไดที่ทุกๆจุด x X  

2. เราจะกลาววา X เปนปริภูมินับไดแบบที่ 2 (second countable) ก็ตอเมื่อ X มี ฐาน

หลักสําหรับทอพอโลยีจํานวนนับได 

3. เราจะกลาววา X เปนปริภูมิแยกกันได (separable) ก็ตอเมื่อ X มีเซตยอยจํานวนนับ

ไดที่หนาแนนใน X   
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ทฤษฎีบทที่ 5.1 ปริภูมินับไดแบบที่ 2 เปน ปรภูิมินับไดแบบที่ 1 และปริภูมิแยกกันได 

 

บทพิสูจน ให X เปนปริภูมนิับไดแบบท่ี 2 พรอมกับฐานหลักสําหรับทอพอโลยีจํานวนนับได  

B i i 1{B }   

  ให x X  และ นิยาม Bx {B   B | x B}   B  ดังน้ันเราจะไดวา Bx เปน

เซตนับได และ เนื่องจาก B  เปนฐานหลักของ X  เพราะนั้นสําหรับทุกๆ เซตเปด U ท่ีคลุม x จะมี 

B B  ที่ซึ่ง x B U   ดังนั้น B Bx นั่นคือ X เปนปริภูมินับไดแบบที่ 1 

 สําหรับแตละ iB  B    เราจะเลือก i ix B (โดยสัจพจนการเลือก) และให 

iD {x | i 1,2,...}   ดังนั้น D เปนเซตนับได ตอไปเราจะแสดงวา D หนาแนนใน X  ให 

x X และเซตเปด U ที่คลุม x เนื่องจาก B   เปนฐานหลักของ X ดังน้ันจะมี xB   B ที่ซึ่ง 

xx B U   แลวสังเกตวา 
0x iB B  สําหรับบาง 0i {1,2, 3,...}  เพราะฉะนั้น 

0 0i ix B D U D     นี่ชี้ใหเห็นวา U D   เพราะฉะนั้น X D     

 

ตัวอยาง 5.2   usual( , )  เปนปริภูมนิับไดแบบที่ 2 พรอมกับฐานหลักสําหรบัทอพอโลยีจํานวนนับ

ไดคือ  

B {(a,b) | a,b }    

ดังน้ันโดยทฤษฎีบทขางตนเราจะไดวา  เปนปริภูมินับไดแบบที่ 1 และ ปริภูมิแยกกันได 

    

ทฤษฎีบทที่ 5.2 ถา X เปนปริภูมนิับไดแบบท่ีสอง และให A เปนปริภูมิยอยวิยุต  

แลวจะไดวา A เปนเซตนับได 

 

บทพิสูจน  ให  B  เปนฐานหลักจํานวนนับไดของ X  

สังเกตวา แตละ a A, {a}  เปนเซตเปดใน A 

เนื่องจาก B  เปนฐานหลักของ X ดังน้ันจะมี aB  B  ที่ซึ่ง aa B A {a}    

นั่นชี้ใหเห็นวา aB A {a}   

เพราะฉะนั้น สําหรับ a, b A  ท่ีซึ่ง a b  จะไดวา a bB B  เพราะฉะนั้นเราสามารถสราง

ฟงกชัน : A  B  นิยามโดย  a(a) B   จะเห็นไดวา  เปนการสงแบบ 1-1  

เนื่องจาก B  เปนฐานหลักจํานวนนับได ดังนั้น A จึงเปนเซตนับได      

  

ตัวอยาง 5.3  ให ( , )     เปนปริภูมิทอพอโลยี โดยที่   เปน ทอพอโลยีที่กอกําเนิดจาก

ฐานหลัก   B   {[a,b) | a,b }    
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1. สําหรับแตละ x    เราไดวา Bx 
1{[x, x ) | n }
n

     เปนฐานหลักที่ x ดังนั้น 

  เปนปริภูมินับไดแบบที่ 1    

 

2. เนื่องจาก     ดังน้ันไดวา    เปนปริภูมิแบบแยกกันได 

 

3. ให B  เปนฐานหลักใดๆของ   ให x    และเลือก xB   B  ที่ซึ่ง  

xx B [x,x 1)    

เพราะฉะนั้น สําหรับ lx,y ,x y   จะมี x yB ,B   B  ที่ซึ่ง  

xx B [x,x 1)    และ yy B [y, y 1)    ดังนั้น 

x y x yinf B inf B B B    

นั่นคือ B เปนเซตนับไมได เพราะฉะนั้น   ไมเปนปริภูมินับไดแบบที่ 2 

 

บทนิยาม 5.4  เราจะกลาววาปริภูมทิอพอโลยี (X, )  เปนปริภูมิวัดระยะทางได (metrizable) ก็

ตอเมื่อ เราสามารถนิยามการวัดระยะทาง(metric)  d บน X โดยทีท่อพอโลยี   ถูกกอกําเนิดโดย d 

กลาวคือ d     

 

ตัวอยาง 5.4   

1. usual( , )  เปนปริภูมิที่มีการวัดระยะทางโดยที่ถูกกอกําเนิดโดยการวัดระยะทาง  

usuald (x, y) | x y |      ทุก x, y    

 

2.  ปริภูมิวิยุต(X,P(X)) เปนปริภูมิที่มีการวัดระยะทางโดยที่ถูกกอกําเนิดโดยการวัดระยะทาง           

         dis

0 ; x y
d (x, y)

1 ; x y

   
  ทุก x, y X  

 

ทฤษฎีบทที่ 5.3  ถา X เปนปริภูมิมีการวัดระยะทาง แลว X เปนปริภูมนิับไดแบบท่ี 1 

 

บทพิสูจน  ให x X  และนิยาม Bx  
1{B(x; ) | n }
n

     

โดยที่ 1B(x; )
n

 คือบอลเปดจุดศูนยกลางที่  x รัศมี 1
n

  

เราแสดงไดไมยากวา Bx เปนฐานหลักที่ x จํานวนนับได  ดังนั้น X เปนปริภูมินับไดแบบท่ี 1   

 

หมายเหตุ  ถา X ไมเปนปริภูมินับไดแบบที่ 1 แลว X ไมเปนปริภูมิมีการวัดระยะทาง 
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ตัวอยาง 5.5  ให           ผลคูณคารทีเซียนจํานวนอนันตนับไดของ   

(countable product of  ) เปนปริภูมทิอพอโลยีที่มีการวัดระยะทางแบบเอกรูป  (นิยามใน

แบบฝกหัดชุดที่ 1) เราจะไดวา   เปนปริภูมินับไดแบบท่ี 1  โดยทฤษฎีบทที่ 5.3    

ตอไปเราจะแสดงวา   ไมใชปริภูมินับไดแบบที่ 2     

สมมติ    เปนปริภูมินับไดแบบที่ 2     

พิจารณา A i i{(x ) | x 0   หรือ  1}  ดังน้ัน  A  จึงเปนเซตนับไมได 

เราจะไดวา สําหรับ x,y A, (x, y) 1    ซึ่งชี้ใหเห็นวา A เปนปริภูมิวิยุต  

โดยทฤษฎีบทท่ี 5.2 จะไดวา A ตองเปนเซตนับได ซึ่งเกิดขอขัดแยง 

เพราะฉะนั้น   ไมใชปรภิูมินับไดแบบที่ 2   

 

ทฤษฎีบทที่ 5.4  ให X เปนปริภูมิมีการวัดระยะทาง แลวเราจะไดวา  

X เปนปริภูมินับไดแบบที่ 2 ก็ตอเมื่อ X เปนปริภูมิแยกกันได 

 

บทพิสูจน 

( )  เห็นไดชัดจากทฤษฎีบทที่ 5.1 

( )  สมมติให X เปนปริภูมิแยกกันได โดยที่ A เปนเซตนับไดที่หนาแนนใน X  

          ให  B {B(a;q) | a A, q }    ดังน้ัน B เปนเซตนับได  

ตอไปเราจะแสดงวา B  เปนฐานหลักสําหรับทอพอโลยีบน X 

          ให U เปนเซตเปดใดๆใน X  และ ให  x U  ดังนั้นจะมี 0  ที่ซึ่ง  

x B(x; ) U    

      เนื่องจาก x X A   และ 0
3
   ดังน้ันจะมี  0a A  ที่ซึ่ง 0a B(x; )

3
  

      และเนื่องจาก    หนาแนนใน   จึงมี q    ที่ซึ่ง 2q
3 3
    

      ตอไปเราจะแสดงวา 0x B(a ;q)  และ  0B(a ;q) B(x; )   

        เน่ืองจาก 0a B(x; )
3
  ดังน้ัน 0d(a , x) q

3
    นั่นคือ 0x B(a ;q)  

           ให  0z B(a ;q)  ดังนั้น 0d(z,a ) q   จึงไดวา  

   0 0
2d(z, x) d(z, a ) d(a , x) q

3 3 3
           

      จึงไดวา z B(x; )   หรอื  0B(a ;q) B(x; )   

         โดย ทฤษฎีบทท่ี 2.3 เราไดแสดงแลววา  B  เปนฐานหลักสําหรับทอพอโลยีบน X   
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ตอไปจะกลาวถึงบทนิยามของลําดับลูเขาบนปริภูมิทอพอโลยีซึ่งมีความคลายคลึงกับลําดับลู

เขาบนปรภิูมิอิงระยะทางดังนี้ 

 

บทนิยาม 5.5  ลําดับ n(a )ในปริภูมทิอพอโลยี X จะกลาววา n(a )เปนลําดับลูเขา (convergence 

sequence) สูจุด a X   ก็ตอเมื่อ สําหรับทุกๆเซตเปด U จะมี N  ท่ีซึ่งสําหรับทุก 

n N  เราจะไดวา na U  

 

บทตั้งที่ 5.5 (บทตั้งลําดับ: The Sequence Lemma) 

ให X เปนปริภูมิทอพอโลยีและ A X ถา n(a )เปนลําดับใน A ที่ลูเขาหาคา a X   แลวเราจะ

ไดวา a A   

 

บทพิสูจน  ให U เปนเซตเปดใดๆที่คลุม a นั่นคือ a U   เนื่องจาก na a  เมื่อ 

n   ดังนั้นจะมี N  ที่ซึ่งสําหรับ nn N a U    

โดยเฉพาะอยางย่ิงที่  N จะไดวา Na U  เพราะฉะนั้น U A   นั่นคือ a A     

 

ทฤษฏีบทที่ 5.6  บทกลับของทฤษฎีบทที่ 5.5 เปนจริง ถา X ปริภูมินับไดแบบที่ 1 

 

บทพิสูจน  สมมติให X ปริภูมินับไดแบบที่ 1 ให a A X   เนื่องจาก X ปริภูมินับไดแบบท่ี 1 

ดังน้ันจะมีฐานหลัก Ba  i{B | i }   ที่ a จํานวนนับได  

ตอไปเราจําทําการปรับปรุงฐานหลัก Ba ดังนี้ 

ให  '
1 1B B  

 '
2 1 2B B B   

 '
3 1 2 3B B B B    

          
 '

n 1 2 nB B B B     

เพราะฉะนั้น เราแสดงไดไมยากวา B a '   i{B | i }   จะเปนฐานหลักที่ a ตัวใหม ซึ่งมีสมบัติ

วา สําหรับ i > j ,  i jB B   

เนื่องจาก a A  ดั้งน้ันแตละ i   จะไดวา iB A    เพราะฉะนั้นให i ia B A   นั่น

คือเราไดทําการสรางลําดับ i(a ) ใน A 
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ให U เปนเซตเปดใดๆที่คลุม a  ดังนั้นจะมี NB   B a '     สําหรับบาง  N  ท่ีซึ่ง 

'
Na B U   แตจากนิยามของ B a '    เราจะไดวา สําหรบั 

n n nn N a B B U      

นั่นคือ na a  เม่ือ n            

 

จากบทพิสูจนในทฤษฎีบทที่ 5.6 เราจะสังเกตเห็นวาในการสรางลําดับเพ่ือใหลูเขาสูจุดซึ่งอยู

ในสวนปดคลุมน้ันเราตองการสมาชิกในฐานหลักที่มีการจัดเรียงท่ีดี นั่นคือเหตุผลวาทําไมทฤษฎีบทถึง

เปนจริงสําหรับปริภูมินับไดแบบที่ 1 

 อีกหนึ่งเหตุผลสําคัญท่ีเราไมนิยมพูดถึงลําดับที่ลูเขาบนปริภมิทอพอโลยีนั้นเพราะพฤติกรรม

การลูเขาของลําดับลูเขาอาจจะมีลิมิตไดมากกวา 1 จุด ดงัตัวอยางตอไปนี้ 

 

ตัวอยาง 5.6 พิจารณาปริภูมิอวิยุต indis(X, )  ให x X  เปนจุดใดๆ เราจะไดวา สําหรับลําดับ 

n(x )  ใดๆใน X ไดวา nx x  เมื่อ n   กลาวคือ ลําดับ n(x )  ใดๆใน X ลูเขาสูจุดทุกๆจุด

ใน X 
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2. สัจพจนการแบงแยก (separation axioms) 

 

บทนิยาม 5.6 

1. ปริภูมิทอพอโลยี X จะกลาววาเปนปริภูมิ 0T  ก็ตอเมื่อ ทกุๆ x, y X  จะมีเซตเปด U ที่

ซึ่ง x U  แต y U   หรือ  y U  แต x U    

2. ปริภูมิทอพอโลยี X จะกลาววาเปนปริภูมิ 1T  ก็ตอเมื่อ ทกุๆ x, y X  จะมีเซตเปด U 

และ V ท่ีซึ่ง x U  แต y U   และ  y V  แต x V    

3. ปริภูมิทอพอโลยี X จะกลาววาเปน ปริภูมิเฮาสดอรฟ (Hausdorff space)  ก็ตอเมื่อ   

ทุกๆ x, y X  จะมีเซตเปด U และ V ท่ีซึ่ง x U , y V  โดยที่ U V   

และเราจะกลาววา  X  เปนปริภูมิ 2T  ก็ตอเมื่อ X เปนปริภูมิ 1T  และ ปริภูมิเฮาสดอรฟ 

4. ปริภูมิทอพอโลยี X จะกลาววาเปน ปริภูมิสม่ําเสมอ (regular space) ก็ตอเมื่อ  

ทุกๆ x X  และเซตปด A X ซึ่ง x A  จะมีเซตเปด U และ V ที่ซึ่ง x U , 

A V  โดยที่ U V   

และเราจะกลาววา  X  เปนปริภูมิ 3T  ก็ตอเมื่อ X เปนปริภูมิ 1T  และ ปริภูมิสม่ําเสมอ 

5. ปริภูมิทอพอโลยี X จะกลาววาเปน ปริภูมิสม่ําเสมอแบบบรบูิรณ (completely regular 

space) ก็ตอเมื่อ ทุกๆ x X  และเซตปด A X ซึ่ง x A  จะมีฟงกชันตอเน่ือง 

f : X [0,1]  ท่ีซึ่ง f(x) 0  และ f(A) {1}   

และเราจะกลาววา  X  เปนปริภูมิ 13
2

T  ก็ตอเมื่อ X เปนปริภูมิ 1T  และ ปริภูมิสม่ําเสมอ

แบบบรบิูรณ 

6. ปริภูมิทอพอโลยี X จะกลาววาเปน ปริภูมิปรกติ (normal space) ก็ตอเมื่อ ทุกๆเซตปด 

A,B X ซึ่ง A B  จะมีเซตเปด U และ V ที่ซึ่ง A U , B V  โดยที่ 

U V   
และเราจะกลาววา  X  เปนปริภูมิ 4T  ก็ตอเมื่อ X เปนปริภูมิ 1T  และ ปริภูมิปรกติ 

7. ปริภูมิทอพอโลยี X จะกลาววาเปน ปริภูมิปรกติแบบบริบูรณ (completely normal 

space) ก็ตอเมื่อ ทุกๆเซต A,B X ซึ่ง A B    และ  A B  จะมีเซตเปด 

U และ V ที่ซึ่ง A U , B V  โดยที่ U V   

และเราจะกลาววา  X  เปนปริภูมิ 5T  ก็ตอเมื่อ X เปนปริภูมิ 1T  และ ปริภูมิปรกติแบบ

บรบิูรณ 
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       X เปนปริภมูิ 0T  

 

 

 

 

       X เปนปริภมูิ 1T  

 

 

 

       X เปนปริภมูเิฮาสดอรฟ  

 

 

 

       X เปนปริภมูสิม่ําเสมอ 

 

 

 

       X เปนปริภมูปิรกติ 

 

 

 

 ตอไปจะกลาวถึงทฤษฎีบทที่ชวยในการตรวจสอบวาปริภูมิทอพอโลยีที่กําหนดให เปนปริภูมิ

ที่สอดคลองสัจพจน 0 5T T  ดังตอไปนี้ 

 

ทฤษฎีบทที่ 5.7 ปริภูมทิอพอโลยี X จะเปนปริภูมิ 0T  กต็อเมื่อ  {x} {y}  สําหรับทุกๆ 

x, y X  ท่ีแตกตางกัน 

 

บทพิสูจน  ใหทาํเปนแบบฝกหัด         

x 
X 

y 
U 
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ทฤษฎีบทที่ 5.8 ปริภูมทิอพอโลยี X จะเปนปริภูมิ 1T  ก็ตอเมื่อ {x} เปนเซตปด สําหรับทุกๆ 

x X  
 

บทพิสูจน   

( )  สมมติให X เปนปริภูมิ 1T  และให x X  

เราตองการจะแสดงวา {x} เปนเซตปด นั่นคือตองแสดงวา X {x}  เปนเซตเปด 

ให y X {x}   ดังนั้น x y  จากการท่ี X เปนปริภูมิ 1T  จะมี เซตเปด V ที่ซึ่ง y V  

แต x V  ดังนั้น y V X {x}    

นั่นคือ X {x}  เปนเซตเปด  หรือ {x} เปนเซตปดนั่นเอง 

( )  ให x, y X  ที่ซึ่ง x y   

เลือก xU X {y}   ดังน้ันจะไดวา xU  เปนเซตเปดซึ่ง xx U  แต xy U  

ในทํานองเดียวกัน เลือก yU X {x}   ดังนั้นจะไดวา yU  เปนเซตเปดซึ่ง yy U  แต 

yx U   เพราะฉะนั้น X เปนปริภูม ิ 1T          

 

บทแทรกท่ี 5.9  ปริภูมทิอพอโลยี X จะเปนปรภิูมิ 1T  ก็ตอเมื่อ ทุกๆเซตจํากัดยอยของ X เปน

เซตปด 

 

บทพิสูจน  สังเกตวาทุกเซตจํากัด A X  โดยที่ 1 2 nA {a ,a ,...,a }  สามารถเขียนไดในรปู  
n

i
i 1

A {a }


  

โดยทฤษฎีบทท่ี 5.8 และนิยามของทอพอโลยีบน X เราสามารถพิสูจนบทแทรกนี้ไดไมยาก   

 

ขอสังเกต  จากบทนิยาม 5.6 และ ทฤษฎีบทที่ 5.8 เราจะสังเกตไดวา ปริภูมิ 

4 3 2 1 0T T T T T     

 

ทฤษฎีบทที่ 5.10    ปริภูมิทอพอโลยี X จะเปนปริภูมิ 2T   ก็ตอเมื่อ   เซต

{(x, x) | x X} X X      เปนเซตปดใน X X  

 

บทพิสูจน  

( )  สมมติให X เปนปริภูมิ 2T  

เราตองการจะแสดงวา {(x, x) | x X}   เปนเซตปด  
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นั่นคือตองแสดงวา X X  เปนเซตเปด 

ให (x, y) X X    ดังนั้น x y  เน่ืองจาก X เปนปริภูมิ 2T  เพราะฉะนั้นจะมีเซต 

เปด xU และ yV  ที่คลุม x และ y ตามลําดับซึ่ง x yU V    

เพราะฉะนั้น  x y(x, y) U V X X      นั่นคือ X X  เปนเซตเปด 

หรอื {(x, x) | x X}   เปนเซตปดนั่นเอง 

( )  ให x, y X  ที่ซึ่ง x y   ดังนั้น (x, y) X X     เนื่องจาก  

{(x, x) | x X}   เปนเซตปด ดังน้ัน  X X  เปนเซตเปด  

เพราะฉะนั้นจะมี เซตเปด U  และ V  ที่คลุม x และ y ตามลําดับซึ่ง  

(x, y) U V X X      
สมมติให c U V   ดังนั้น (c, c) U V   และ (c, c)    ซึ่งเกิดขอขัดแยง   

ดังน้ัน U V  เพราะฉะนั้น X เปนปริภูมิ 2T        

 

ตัวอยาง 5.7  

1. ปริภูมิเซียรพินสกีร(Sierpinski space) ให X {0,1}  และ S { ,{0},X}    จะได

วา S(X, )  เปนปริภูมิ 0T  แตไมเปนปริภูมิ 1T  

 

2. ปริภูมิทอพอโลยีจํากัดรวม (Cofinite space)  ให  X เปนเซตอนันตใดๆ และ  

cofinite { ,U X | X U      เปนเซตจํากัด} 

ให  x, y X  โดยที่ x y  จากนั้น เลือก  U X {y}    และ V X {x}  แลว

จะไดวา x U  แต  y U  และ y V  แต  x V  

นั่นคือ cofonite(X, ) เปนปริภูมิ 1T   

ตอไปจะแสดงวา cofonite(X, )  ไมเปนปริภูมิ 2T   

ให  x, y X  โดยที่ x y  สมมติวามีเซตเปด U และ V ท่ีซึ่ง  

x U  , y V  และ U V  

เนื่องจาก  cofoniteU    และ U V  ดังน้ัน  X U  เปนเซตจํากัด และ 

V X U   
ในทํานองเดียวกันเน่ืองจาก cofoniteV    และ X เปนเซตอนันต  

ดังน้ัน  V ตองเปนเซตอนันต ซึ่งขัดแยงกับการที่ V X U    

ดังน้ัน  cofonite(X, )  ไมเปนปริภูมิ 2T   

 

ทฤษฎีบทท่ี 5.11  ปริภูมิทอพอโลยี X จะเปนปริภูมิ 3T   ก็ตอเมื่อ สําหรับแตละ x X  และ

เซตเปด U  ใดๆท่ีคลุม x จะมีเซตเปด V ที่ซึ่ง x V V U    
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บทพิสูจน   

( )  สมมติให X เปนปริภูมิ 3T  

ให x X  และเซตเปด U  ที่คลุม x  ดังนั้น A X U   จะเปนเซตปด ซึ่ง x A  

เนื่องจาก X เปนปริภูมิ 3T  ดังนั้นจะมีเซตเปด xV  และ AV  ที่คลุม x และ A ตามลําดับ ซึ่ง 

x AV V    

ดังน้ันเรามีวา x x A Ax V V X V X V X A U          

( )   ให x X  และเซตปด A X  ท่ีซึ่ง x A   

ดังน้ัน U X A   เปนเซตเปดซึ่งคลุม x 

โดยสมมติฐานจะไดวาเซตเปด V ท่ีซึ่ง x V V U     

ให  W X V   เราจะไดวา W เปนเซตเปดซึ่ง V W  และ 

A X (X A) X U X V W         

เพราะฉะนั้น X เปนปริภูมิ 3T          

 

 ทฤษฎีบทที่ 5.12 ปริภูมิทอพอโลยี X จะเปนปริภูมิ 4T   ก็ตอเม่ือ สําหรับเซตปด A X  

และเซตเปด U  ที่คลุม A จะมีเซตเปด V ที่ซึ่ง A V V U    

 

บทพิสูจน  พิสูจนไดในทํานองเดียวกับทฤษฎีบทท่ี 5.11       

 

ทฤษฎีบทที่ 5.13  ปริภูมทิอพอโลยี X จะเปนปริภูมิ 5T   ก็ตอเมื่อ สําหรับทุกๆเซตยอย 

Y X  เปนปริภูมิ 4T    

 

บทพิสูจน   ให Y X  และให A, B เปนเซตปดใน Y ที่ซึ่ง  A B  ดังนั้นจึงไดวา  

Y YA B A B       

โดยที่  YA  และ YB  แทนสวนปดของ A และ B ใน Y ตามลําดับ   

เนื่องจากเรามีวา Y XA A Y    และ   

เมื่อ XA  และ XB  แทนสวนปดของ A และ B ใน X ตามลําดับ 

ดังน้ัน   X X Y YA B Y A B      

เพราะฉะนั้น  X X X XA B A B Y A B Y           หรือ  XA B   

ในทํานองเดียวกันจะไดวา  XA B    

โดยนิยามของปริภูมิ 5T   เราไดวา  จะมีเซตเปด  U และ V ใน X ที่ซึ่ง A U  , B V   

และ U V   

นอกจากนั้น จะไดวา YA A Y U Y U      ซึ่งเปนเซตเปดใน Y  
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และ  YB B Y V Y V      และไดอีกวา  

      Y YU V U Y V Y U V Y           

     นั่นคือ Y เปนปริภูมิ 4T  

 ในทางกลับกัน ให A,B X  ที่ซึ่ง XA B    และ XA B   

เมื่อ XA  และ XB  แทนสวนปดของ A และ B ใน X ตามลําดับ 

ให  X XY X A B     

สังเกตวา     X X X XA A B A A B         

ในทํานองเดียวกันจะไดวา  X XB A B     

ดังน้ัน  A Y  และ B Y  และ Y เปนเซตเปดใน X 

ตอไปเราจะแสดงวา  Y YA B    เมื่อ YA  และ YB  แทนสวนปดของ A และ B ใน 

Y ตามลําดับ 

เรามีวา  Y Y X XA B A B Y      นั่นคือ  Y YA B    

โดยสมมติฐานเราไดวา จะมี เซตเปด U และ V ใน Y ที่ซึ่ง  YA A U   , 

YB B V   และ U V   แตเนื่องจาก Y เปนเซตเปดใน X   

ดังน้ัน U และ V จึงเปนเซตเปดใน X ดวย 

นั่นคือเราไดแสดงแลววา  X เปนปริภูมิ 5T           

 

ทฤษฎีบทที่ 5.14  ปริภูมอิิงระยะทางเปนปริภูมิ 4T  

 

บทพิสูจน  ให A และ B เปนเซตปดใดๆใน X โดยที่ A B  

เนื่องจาก X B  เปนเซตเปด และ A X B  ดังน้ันแตละ a A จะมี ar 0  ที่ซึ่ง 

aB(a;r ) B    

ในทํานองเดียวกันไดวา แตละ b B จะมี br 0  ที่ซึ่ง bB(b;r ) A   

ให a

a A

r
U B(a; )

2


  และ b

b B

r
V B(b; )

2


  เราจะไดวา U และ V เปนเซตเปดซึ่งคลุม 

A และ B ตามลําดบั 

สมมติให z U V   เราจะไดวามี 0a A  และ 0b B  ที่ซึ่ง 0a
0

r
z B(a ; )

2
  และ

0b
0

r
z B(b ; )

2
  หรอื  0a

0

r
d(z, a )

2
  และ 0b

0

r
d(z, b )

2
  

เพราะฉะนั้น 0 0a b
0 0 0 0

r r
d(a , b ) d(a , z) d(z,b )

2


    
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โดยไมเสียนัยทั่วไป สมมติให 
0 0a br r  ดังน้ันจะไดวา 

0 0 0 0

0

a b a a
0 0 a

r r r r
d(a ,b ) r

2 2

 
    นั่นคือ 

00 0 ab B(a ; r )  ซึ่งขัดแยง 

เพราะฉะนั้น U V           

 

 

ทฤษฎีบทที่ 5.15 ปริภูมิ 3T  ที่เปนปริภูมินับไดในรูปแบบที่ 2  จะเปนปริภูมิ 4T  

 

บทพิสูจน ให X เปนปริภูมิ 3T  ท่ีเปนแบบนับไดในรปูแบบที่ 2  พรอมทั้งฐานหลักสําหรับทอ

พอโลยีจํานวนนับได B 

ให A และ B เปนเซตปดใน X ซึ่ง A B  ดังนั้นจะไดวา  

สําหรับแตละ a A  จะไดวา X B  เปนเซตเปดซึ่ง  a X B    

เนื่องจาก X เปน ปริภูมิ 3T  โดยทฤษฎีบทท่ี 5.11  จะมีเซตเปด V ที่ซึ่ง  

a V V X B     

จากนั้นเราก็เลือกสมาชิก aU  ใน B  ที่ซึ่ง aa U V    เพราะฉะนั้น  a
a A

A U


   

เนื่องจาก  B  เปนเซตนับได  ดังนั้น  a i
a A i 1

A U U


 

     โดยที่  iU  B  และ   

iU X B   ทุกๆ i   

ในทํานองเดียวกันเราไดวาจะมี  j{V | j 1,2,...}   B  ที่ซึ่ง j
j 1

B V




   และ   

jV X A   ทุกๆ j   

ให i
i 1

U U




  และ j
j 1

V V




  สังเกตวา  U และ V อาจจะยังมีสวนที่ทับซอน  

ดังน้ันเราจะทําการปรบัปรุง U และ V ดังนี้                                

ให 
i

'
i i k

k 1

U U V


   และ 
j

'
j j k

k 1

V V U


   จะไดวา '
iU  และ '

jV  เปนเซตเปดสําหรับ

ทุกๆ i และ j  และถาเราให 
i

'

i 1

U U




 และ '
j

j 1

V V




  จะแสดงไดไมยากวา  A U  

และ B V   

สมมติใหมี  x U V   ดังนั้นจะมี 0 0i , j   ที่ซึ่ง  
0

0 0

i
'
i i k

k 1

z U U V


    และ   
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0

0 0

j
'
j j k

k 1

z V V U


    

โดยไมเสียนัยทั่วไป สมมติให 0 0i j  ดังน้ัน   
0i

z U  แต  
0i

z V  และ  
0j

z V  แต  

0i
z U   เกิดขอขัดแยง   ดังนั้น U V  

นั่นคือ X เปนปริภูมิ 4T           

 

ทฤษฎีบทที่ 5.16 ให X เปนปริภูมิ iT  โดยที่ i {0,1,2, 3, 4}  

1. ถา i j  แลว X จะเปนปริภูมิ jT  ดวย 

2. สําหรับ i 0,1,2, 3  จะไดวาทุกเซตยอยของ X จะเปนปริภูมิ iT  

3. สําหรับ i 4  จะไดวาทุกเซตยอยปดของ X จะเปนปริภูมิ iT  

 

บทพิสูจน  ขอ 1-2 เห็นไดชัดจากนิยาม 

ให X เปนปริภูมิ 4T  และ ให Y เปนปริภูมิยอยของ X ที่ปด 

ให A เปนเซตปดใดๆของ Y  และ YU  เปนเซตเปดใน Y ท่ีคลุม A  

ดังน้ัน Y XU U Y   สําหรับบางเซตเปด XU  ใน X 

เนื่องจาก Y เปนเซตปด จะได วา A เปนเซตปดใน X 

โดยทฤษฎีบทท่ี 5.12 จะไดวามีเซตเปด XV  ใน X ที่ซึ่ง X X XA V V U    

ดังน้ัน จะไดวา Y X Y X X YA A Y V V Y V V Y U Y U            

ดังน้ันโดยทฤษฎีบทที่ 5.12 เราจะไดวา Y เปนปริภูมิ 4T       

 

ทฤษฎีบทที่ 5.17  ให X เปนปริภูมิ 2T  และ A X   ที่กระชับ  ให x X A   แลวจะมี 

เซตเปด U และ V ที่คลุม A และ x ตามลําดับ ที่ซึ่ง U V   

 

บทพิสูจน  สังเกตวาแตละ a A  จะมีเซตเปด aU และ aV   ท่ีคลุม a และ x ตามลําดับที่ซึ่ง 

a aU V    

ดังน้ันเราจะไดวา a{U | a A}  เปนเซตปกเปดของ A และเนื่องจาก A เปนเซตกระชับจะได

วา มี 1 2 na ,a ,...,a A  ที่ซึ่ง 
i

n

a
i 1

A U


   

เราให  
i

n

a
i 1

U U


  และ 
i

n

a
i 1

V V


  ดังน้ันเห็นไดชัดวา U และ V คลุม A และ x 

ตามลําดับ และ U V          
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ทฤษฎีบทที่ 5.18  ทุกๆเซตยอยที่กระชับของปริภูมิ 2T  จะเปนเซตปด 

 

บทพิสูจน ให A เปนเซตยอยของปริภูมิ 2T ที่กระชับ X   

เราตองการพิสูจนวา A เปนเซตปด หรือ X A  เปนเซตเปด 

ให x X A   ดังน้ัน x A  โดยทฤษฎีบทที่ 5.17 จะไดวามีเซตเปด U และ V ท่ีคลุม x 

และ A ตามลําดับ ที่ซึ่ง U V   

เพราะฉะนั้นเราไดวา x U X V X A      

ดังน้ัน X A  เปนเซตเปด หรือ A เปนเซตปด       

 

ทฤษฎีบทที่ 5.19 ปริภูมิ 2T  ที่กระชับ จะเปนปรภูิมิ 4T  

 

บทพิสูจน ให A และ B เปนเซตปดใน ปริภูมิ 2T  ท่ีกระชับ X  ซึ่ง A B   

โดยทฤษฎีบทท่ี 4.13 จะไดวา A และ B เปนเซตกระชับ และ โดยทฤษฎีบทที่ 5.17 จะไดวา 

สําหรับแตละ a A  จะมีเซตเปด aU และ aV   ท่ีคลุม a และ B ตามลําดับที่ซึ่ง 

a aU V    

ดังน้ันเราจะไดวา a{U | a A}  เปนเซตปกเปดของ A และเนื่องจาก A เปนเซตกระชับจะได

วา มี 1 2 na ,a ,...,a A  ที่ซึ่ง 
i

n

a
i 1

A U


   

เราให  
i

n

a
i 1

U U


  และ 
i

n

a
i 1

V V


   

ดังน้ันเห็นไดชัดวา U และ V คลุม A และ B ตามลําดับ และ U V     

 
ทฤษฎีบทที่ 5.20  ให f : X Y  เปนฟงกชันตอเนื่องท่ีสอดคลอง 1-1 สมมติให X เปนเซต

กระชับ และ Y  เปนปรภิูมิ 2T  แลวจะไดวา f เปนฟงกชันสมานสัณฐาน 

 

บทพิสูจน  เราเพียงพอที่จะพิสูจนวาทุกๆเซตปด A ใน X จะตองไดวา f(A) เปนเซตปดใน Y 

ให A เปนเซตปดใดๆใน X  เนื่องจาก X เปนเซตกระชับเราจะไดวา A เปนเซตกระชับดวย  

และจากการที่ f เปนฟงกชันตอเน่ืองเราจะไดวา f(A)  เปนเซตกระชับใน Y 

โดยทฤษฎีบทท่ี 5.18 เราจะไดวา f(A) เปนเซตปดใน Y       
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 แบบฝกหัดประจําบทที่ 5 

 
1. ถา X เปนปริภูมินับไดแบบท่ี 2 และให A เปนเซตยอยที่นับไมได(uncountable subset) 

ของ X แลวจงแสดงวา มีจุดจํานวนนับไมไดใน A เปนจุดลิมิตของ A 

 

2. จงแสดงวาปริภูมิกระชับ X ที่มีการวัดระยะทาง เปนปริภูมินับไดแบบท่ี 2 

 

3. ให f : X Y  เปนการสงที่ตอเนื่องท่ีมีสมบัติวา  

f(U) เปนเซตเปดใน Y สําหรับทุกๆเซตเปด U ใน X 

จงแสดงวาถา X เปนปริภูมินับไดรูปแบบที่ 1 แลว f(X) เปนปริภูมินับไดแบบที่ 1 ดวย 

ในทํานองเดียวกัน ถา X เปนปริภูมินับไดรูปแบบที่ 2 แลว f(X) เปนปริภูมินับไดแบบที่ 2 

 

4. ให X เปนปริภูมิแยกกันได จงแสดงวาทุกๆกลุมของเซตเปดยอยที่ไมมีสวนรวมเก่ียวกันของ 

X มีจํานวนนับได 

 

5. จงแสดงวา X เปนปริภูมิ 0T  ก็ตอเมื่อ {x} {y}   สําหรับทุกๆจุด x, y X  ที่แตกตาง

กัน 

 

6. จงแสดงวาปริภูมิ 3T  ที่เชื่อมโยงท่ีมีสมาชิกมากกวาหนึ่งตัวจะตองเปนเซตนับไมได 

 
7. ให   f, g : X Y  เปนฟงกชันตอเน่ือง สมมติวา Y  เปนปริภูมิ 2T   

จงแสดงวา {x | f(x) g(x)}  เปนเซตปดใน X  

 
8.   ให   p : X Y  เปนฟงกชันตอเน่ืองที่ทั่วถึง ที่สมบัติวา   

p(C)  เปนเซตปดใน Y  สําหรับทุกๆเซตปด C X  

เราเรียกฟงกชัน p ท่ีมีสมบัติขางตนวาการสงแบบปด (closed map) 

สมมติวา X  เปนปริภูมิ 3T  จงแสดงวา Y  เปนปริภูมิ 3T   
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บทที่ 6 การประยุกตบนทฤษฎีจุดตรึง 

(Applications to fixed point theorems) 
 

ทฤษฎีจุดตรึง (Fixed point theory) เปนศาสตรที่วาดวยการหาหรือการพิสูจนการมีอยูของ

จุดตรึงสําหรบัฟงกชันท่ีสงบนเซตตัวเอง กลาวคือ ให f : X X  เปนฟงกชัน โดยที่ X  เปนเซต

ใด  จุดตรึงของ f  (fixed point of f) ก็คอืจุด x X  ท่ีซึ่ง  f(x) x  และแทนเซตของจุดตรึง

ทั้งหมดของ f  ดวย F(f)  หรือ F(f) {x X | f(x) x}     

ในการศึกษาทฤษฎีจุดตรึงมีปญหาที่ทําการศกึษาอยู 2 ปญหาใหญๆดงันี้ 

สําหรับฟงกชัน f : X X  ใดๆ 

 (1)  เมื่อใดท่ี  F(f)    (existence) 

 (2) ถา F(f)    แลวเมื่อใดที่ F(f)  จะมีสมาชิกแคเพียงหนึ่งเดยีว (uniqueness)   

โดยในงานวิจัยสวนใหญมีตนแบบมาจากทฤษฎีบทจุดตรึงของบานาค  (Banach’s Fixed Point 

Theorem) ซึ่งกลาววา สําหรับปริภูมิอิงระยะทางท่ีบริบูรณ (X,d)  และฟงกชัน f : X X  ท่ีมี

สมบัติวา d(f(x), f(y)) d(x, y)  สําหรับทุกๆ x, y X   โดยที่ [0,1)   

ฟงกชัน f ขางตนเรยีกวาการสงแบบหดตวั (contraction ) แลวจะไดวา ฟงกชัน f  มีจุดตรึงแคเพียง

จุดเดียว  

 สําหรับงานวิจัยในสวนท่ีผูเขียนสนใจนั้น เราสนใจสมบัติทางทอพอโลยีของ เซตจุดตรึง 

F(f) โดยมีงานวิจัยของ ศ.ดร.พิเชฐ ชาวหาเปนตนแบบ ซึ่งมีรายละเอียดดังจะกลาวตอไปนี้ 

 

 ให (X,d) เปนปริภูมิอิงระยะทางและ f : X X  เปนฟงกชันตอเนื่อง  เนื่องจากเรา

ตองการศกึษาสมบัติของ F(f)  ดังนั้นตลอดเนื้อหาท่ีเหลือในบทนี้ของสมมติให F(f)    

 

บทนิยาม 6.1  ให (X,d) เปนปริภูมิอิงระยะทางและ f : X X  เปนฟงกชันตอเนื่อง   

นิยามเซตจุดตรึง (fixed point set) และเซตการลูเขา (convergence set) ของ f ตามลําดับดังนี้  

F(f) {x X | f(x) x}    

และ           C(f) {x X |  ลําดับ n(f (x)) ลูเขา}   

โดยที่ n

n copies
f (x) f f f f (x)      

 

ขอสังเกต  จากบทนิยามขางตนเราไดวา F(f) C(f)  
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เราสังเกตวา สําหรับฟงกชันตอเนื่อง f : X X  จะกอใหเกิดฟงกชัน f : C(f) F(f)   ซึ่ง

นิยามโดย       n
n

f (x) lim f (x)


  

เรามีวา f (x) x   สําหรับทุกๆ x F(f)  

 ถา f เปนฟงกชันตอเนื่องแลว ฟงกชัน f จะเปนการสงหดตัว (retraction) จาก C(f)  

ลงมายัง F(f)  แตโดยทั่วไปแลว ฟงกชัน f ไมจําเปนจะตองเปนฟงกชันตอเนื่อง ดังตัวอยางตอไปนี้ 

 

ตัวอยาง 6.1  พิจารณาชวงปด [0,1]   นิยาม f : [0,1] [0,1]  โดย  
2f(x) x  

สําหรับ x [0,1]   จะได f เปนฟงกชันตอเนื่อง โดยที่  C(f) [0,1]  แต F(f) {0,1}  

พรอมกันนี้   f : C(f) F(f)   นิยามโดย 

2n
n

0 , 0 x 1
f (x) lim x

1 , x 1




     
 

ดังน้ัน f ไมเปนฟงกชันตอเน่ือง 

 

ตอไปเราพยายามท่ีจะหาเงื่อนไขที่จะทําใหฟงกชัน  f เปนฟงกชันตอเนื่อง 

 

บทนิยาม 6.2  ให (X,d) เปนปริภูมิอิงระยะทางและ f : X X  เปนฟงกชันตอเน่ือง นิยามเซต 

E(f) {x X |   ลําดับของฟงกชัน n(f ) มีความสมมูลตอเนื่อง(equicontinuous) ที่ x}  

นั่นคือ n(f ) มีความสมมูลตอเนื่อง(equicontinuous) ที่ x  ก็ตอเม่ือ ทุกๆ 0  จะมี 0   ท่ี

ซึ่งสําหรับ y   ถา  d(x, y)   แลว n nd(f (x), f (y))   ทุกๆ n    

 

บทนิยาม 6.3  สําหรบัฟงกชัน f : X X   เราจะกลาววา f  เปนการสงเสมือนไมขยายตัว 

(virtually nonexpansive) ถา  C(f) E(f)  

 

และไดเงื่อนไขสําหรับการที่ f เปนฟงกชันตอเนื่องดังทฤษฎีบทตอไปนี้ 

 

ทฤษฎีบทที่ 6.1  ถา f  เปนการสงเสมือนไมขยายตัว  แลว  f เปนฟงกชันตอเนื่อง 

 

บทพิสูจน   [1] ทฤษฎีบทที่ 1.4          

 

 



ท อ พ อ โ ล ยี เ บื้ อ ง ต น  | 89 

 

 
 

โดยในการท่ีจะพิจารณาวา ฟงกชันใดจะเปนการสงเสมือนไมขยายตัวนั้น มีเครื่องมือที่ชวยตรวจสอบ

ดังทฤษฎีบทตอไปนี้ 

 

ทฤษฎีบทที่ 6.2  สําหรับฟงกชัน f : X X   เรามีวา 

C(f) E(f)    ก็ตอเม่ือ     F(f) E(f)  

 

บทพิสูจน   [1] ทฤษฎีบทที่ 1.8          

 

 

 นอกจากนี้เรามีวา สําหรับ p F(f)  เราให 1
pC (f) (f ) (p)   เราสามารถแสดงไดวา 

p
p F(f)

C(f) C (f)


    และ p qC (f) C (f)    เมื่อ p q  

 

บทตั้งที่ 6.3 ถา pC (f)  เปนเซตเชื่อมโยงเชิงวิถี ทุกๆ p F(f)  และ F(f)  เปนเซตเชื่อมโยงเชิง

วิถีดวย แลวจะไดวา C(f)  เปนเซตเชื่อมโยงเชิงวิถี 

 

บทพิสูจน   [2] บทต้ังที่ 2.8           

 

 ตอไปเราจะทําการขยายงานวิจัยขางตนไปยังผลคูณจํานวนอนันตแบบนับไดของปริภูมิอิง

ระยะทาง เพ่ือศึกษาสมบัติของเซตจุดตรงึและเซตลูเขา ดังจะกลาวตอไปนี้ 

 ให i i i{(X ,d )}  เปนกลุมของปริภูมิอิงระยะทาง เรานิยามปริภูมิผลคูณดังน้ี 

i i i
i i

X {f : X | f(i) X
 

  
 

   สําหรับ i }   

เพื่อความสะดวก เราจะแทนสมาชิก i
i

f X





 ดวย i if (x )    หรือเพียงแค i(x )    

ในปริภูมิผลคูณ i
i

X





 เรามีวิธีการนิยามการวัดระยะทางเพ่ือกอกําเนิดทอพอโลยีผลคูณ

(product topology)ไดหลายวิธี ตลอดหัวขอนี้เราจะใชการวัดระยะทางบน i
i

X





 ดังนิยาม

ตอไปน้ี 

สําหรับ i ix (x ), y (y ) 
i

i

X





 นิยามการวัดระยะทางใหเปน 
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i i id (x , y )
D(x, y) sup | i

i

          
  

โดยที่ i i i i i id (x , y ) min{d (x , y ),1}  ทุกๆ i   

 

 สําหรับแตละ i   ให i i if : X X เปนฟงกชันตอเน่ือง ดังนั้นจะกอนใหเกิดฟงกชันผล

คูณตอเน่ือง i i
i i

: X X
 

  
 

 กําหนดโดย  

i i i(x) (f (x ))     

สําหรับทุก  i i
i

x (x ) X


 


 

บทตั้งที่ 6.4 i
i

F( ) F(f )


 


 

 

บทพิสูจน  เห็นไดชัดจากบทนิยามของเซตจุดตรึง        

 

บทตั้งที่ 6.5 i
i

C( ) C(f )


 


 

บทพิสูจน  ให ix (x ) C( )    ดังนั้นจะมี  i i
i

y (y ) X


 


 ที่ซึ่ง n
n
lim (x) y


   

สําหรับจํานวนนับ m เราจะแสดงวา ลําดับ n
m m n(f (x ))  ลูเขา 

ให 0  เนื่องจาก n
n
lim (x) y


   ดังนั้นจะมี N  ซึ่งสําหรับ  

nn N D( (x), y)
m
     

เพราะฉะนั้นสําหรับ n N  เรามีวา   
n

m nm m md (f (x ), y )
D( (x), y)

m m
    

หรือ   n
m m m md (f (x ), y )    เพราะฉะนั้น n

m m mn
lim f (x ) y


  

เนื่องจาก  m  เปนจํานวนนับใดๆ ดังนั้น i i
i

x (x ) C(f )


 


 

 ในทางกลับกัน ให i i
i

x (x ) C(f )


 


 ดังนั้น i ix C(f )  ทุก i   

ดังน้ันมี i ix X   ที่ซึ่ง  n
i i in

lim f (x ) x


 ทุก i   

ตอไปเราจะแสดงวาลําดับ  n( (x))  ลูเขา  



ท อ พ อ โ ล ยี เ บื้ อ ง ต น  | 91 

 

 
 

ให 0  โดยสมบัติของอารคิมิดิส จะมีจํานวนนับ M ที่ซึ่ง 1
M

   

สําหรับ i M  เน่ืองจาก i ix C(f )  ดังน้ันจะมี iN    ท่ีซึ่ง  
n

i i i i in N d (f (x ),x )    

ดังน้ัน สําหรับ in N   เรามีวา  
n

i i i id (f (x ), x ) 1 M
i i



   

ให  iN max{N | i 1,2,3,...,M}   และ i ix (x ) 
   

สําหรับ n N   เรามีวา 

in i i i

1 2 M1 1 1 2 2 2 M M M

d (f (x ), x )
D( (x), x ) sup | i

i

d (f (x ), x ) d (f (x ), x ) d (f (x ), x ) 1max , ,..., ,
1 2 M M

1max , ,..., ,
1 2 M M

 


     

           
          
           



 

นั่นคือ n
n
lim (x) x


   ดังนั้น ix (x ) C( )          

 

เนื่องจากเซต E( )  มีความซับซอนมากกวา เซต F( ) และC( )  ผูเขียนยังไมสามารถ

พิสูจนไดวาเซตดังกลาวสามารถเขียนในรูปผลคูณของแตละสวนประกอบได ถึงกระนั้นก็ตาม ในการ

พิสูจนทฤษฎีบทหลักในบทนี้  เราสามารถพิสูจนทฤษฎีบทตอไปนี้ได  
 

ทฤษฎีบทที่ 6.6  ให i i i{(X ,d )}  เปนกลุมของปริภูมิอิงระยะทาง และ i i if : X X เปนการสง

เสมือนไมขยายตัว แลวจะไดวา การสงผลคูณ i i
i i

: X X
 

  
 

 กําหนดโดย  

i i i(x) (f (x ))     

สําหรับทุก  i i
i

x (x ) X


 


  เปนการสงเสมอืนไมขยายตัว 

 

บทพิสูจน  โดยทฤษฎีบทที่ 6.2 เพียงพอที่จะแสดงวา F( ) E( )    

ให ix (x ) F( )    ไดวา i i if (x ) x ทุก i   

ให 0  โดยสมบัติของอารคิมิดิส จะมีจํานวนนับ N  ที่ซึ่ง 1
N

   

สําหรับ i N  เน่ืองจาก if เปนการสงเสมือนไมขยายตัว และ  i ix F(f )  ดังนั้น i ix E(f )  

เพราะฉะนั้น จะมี i 0   ที่ซึ่งสาํหรับ i iy X  
n n

i i i i i i i i id (x , y ) d (f (x ), f (y ))      ทุกๆ n    
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เนื่องจาก  i ix F(f )  เราไดวา  
n

i i i i i i i id (x , y ) d (x , f (y ))      ทุกๆ n    

สําหรับ i N  และ i iy X  เรามีวา n
i i i id (x , f (y )) 1  

ดังน้ัน      
n

i i i id (x , f (y )) 1 1
i i N

   

ให  imin | i 1,2, 3,...,N
i

         
 

แลว  สําหรบั i i
i

y (y ) X


 


 ถา D(x,y)   แลว สําหรับ i N  

i i i id (x , y )
D(x, y)

i i


     

ดังน้ัน    i i i id (x , y )    

ทําใหไดวา สําหรบั n    

n n
n n i i i i i

n
i i i i

n n n
1 1 1 1 2 2 2 2 N N N N

d (f (x ), f (y ))
D( (x), (y)) sup | i

i

d (x , f (y ))
sup | i

i

d (x , f (y )) d (x , f (y )) d (x , f (y )) 1max , ,..., ,
1 2 N N

1max , ,..., ,
1 2 N N

            
          
          
   





     

 

เพราะฉะนั้น ix (x ) E( )    นั่นคือ   เปนการสงเสมือนไมขยายตัว      

 

 

จากการสงผลคูณ i i
i i

: X X
 

  
 

 จะกอกําเนิดใหเกิดการสง 

: C( ) F( )    นิยามโดย  n
i i i in

((x )) ( lim f (x ))


     สําหรับทุก ix (x ) C( )    

และสังเกตวา  i i((x )) (x )   สําหรับทุก ix (x ) F( )    
 

 

 

บทแทรกท่ี 6.7  ให i i i{(X ,d )}  เปนกลุมของปริภูมิอิงระยะทาง และ i i if : X X เปนการสง

เสมือนไมขยายตัว แลวจะไดวาการสง : C( ) F( )     เปนฟงกชันตอเน่ืองดังนั้น จึงเปนการ

สงแบบหดตัว (retraction) 
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บทพิสูจน   โดยทฤษฎีบทที่ 6.6 จะไดวา i i
i i

: X X
 

  
 

 เปนการสงเสมือนไมขยายตัว  

ดังน้ัน โดย ทฤษฎีบทที่ 6.1 การสง : C( ) F( )     เปนฟงกชันตอเนื่อง     

 

 

ตัวอยาง 6.2  ให iX [0,1]    และให i i if : X X  นิยามโดย 
2
i

i i
i

x , i 1
f (x )

, i 1x

   
 

สําหรับทุก i ix X   เห็นไดชัดวา if  เปนฟงกชันตอเนื่องทุก i   นอกจากนี้ยังไดวา if  เปน

การสงเสมือนแบบไมขยายตัวทุก i   ยกเวน i 1  ฟงกชัน if  กอใหเกิดฟงกชัน 

i i
i i

: X X
 

  
 

 และทําใหไดวา  i

{0,1} , i 1
F(f )

[0,1] , i 1

   
 และ iC(f ) [0,1]

ทุก i   

ดังน้ันโดยบทตั้งท่ี 6.3  เรามีวา   

i
i

F( ) F(f )

{0,1} [0,1] [0,1] [0,1]
{0} [0,1] [0,1] [0,1] {1} [0,1] [0,1] [0,1]



 

    
        





  

 

และโดยบทตั้งที่ 6.4 เรามีวา  i
i

C( ) C(f ) [0,1] [0,1] [0,1]


     


   

สังเกต F( )  ไมใชเซตเชื่อมโยง โดยมีตัวแบงแยกคือ A {0} [0,1] [0,1] [0,1]       และ 

B {1} [0,1] [0,1] [0,1]       ดังนั้นการสง : C( ) F( )     ไมใชการสงท่ีตอเนื่อง 

เนื่องจาก C( )  เปนเซตเชื่อมโยงแต (C( )) F( )     ไมใชเซตเชื่อมโยง  

 

ตอไปจะเปนการแสดงความสัมพันธทางทอพอโลยีระหวางเซต C( )  และ F( )  

จากการสง i i
i i

: X X
 

  
 

 เรามีวา p
p F( )

C( ) C ( )
 

     โดยที่ 

  1

pC ( ) ({p})
      

และสําหรับ p,q F( )   ที่ซึ่ง p q  เรามีวา p qC ( ) C ( )       
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ถา i i
i

p ((p )) F( ) F(f )


   


 แลวเราจะไดวา  

 
i

1 1
p i i p i

i i

C ( ) ({p}) (f ) (p ) C (f )
  

 

     
 

 

 

บทแทรกท่ี 6.8 สมมติให iF(f ) เปนเซตเชื่อมโยงเชิงวิถี ทุก i    

ถา สําหรับ ip F(f )  เรามีวา p iC (f ) เปนเซตเชื่อมโยงเชิงวิถี แลว C( ) เปนเซตเชื่อมโยงเชิงวิถี 

 

บทพิสูจน  เนื่องเซตผลคูณจํานวนอนันตแบบนับไดของเซตเชื่อมโยงเชิงวิถี เปนเซตเชื่อมโยงเชิงวิถี  

เพราะฉะนั้น สําหรับแตละ i i
i

p ((p )) F( ) F(f )


   


 เซต 
ip p i

i

C ( ) C (f )


 


 เปน

เซตเชื่อมโยงเชิงวิถี  ดังนั้น เซต C( )  เปนเซตเชื่อมโยงวิถี เพราะวา เซต F( ) เปนเซตเชื่อมโยงวิถ ี 

  
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